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Aufgabe 0.3 Existenz eines äußeren Einheitsnormalenfeldes

Sei Ω ⊂ Rn offen mit Rand ∂Ω von der Klasse C1. Es bezeichne Tx0∂Ω den Tangentialraum
von ∂Ω im Punkt x0 ∈ ∂Ω. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Es gibt genau eine Abbildung ν : ∂Ω→ Rn mit der Eigenschaft:
ν(x0) ⊥ Tx0∂Ω ist ein Einheitsvektor und für jedes x0 ∈ ∂Ω gibt es ein ε > 0 derart,
dass x0 + tν(x0) /∈ Ω für t ∈]0, ε[ gilt.

(b) Die Abbildung ν : ∂Ω→ ∂B1(0) ist stetig.

Man bezeichnet ν : ∂Ω→ Rn auch als äußeres Einheitsnormalenfeld von Ω.

Hinweis. Wegen ∂Ω ∈ C1 gibt es zu x0 ∈ ∂Ω eine offene Umgebung U ⊂ Rn von x0 und
φ ∈ C1(U,R) mit ∇φ(x0) 6= 0 und

U ∩ ∂Ω = {x ∈ U | φ(x) = 0},
U ∩ Ω = {x ∈ U | φ(x) < 0}.

Nutzen Sie den Gradienten von φ zur Bestimmung von ν.

Aufgabe 0.4 Glättung von Funktionen

Zu ϕ ∈ L1(Rn) mit ϕ ≥ 0 lässt sich eine Dirac-Folge (ϕε)ε>0 durch

ϕε(x) := ‖ϕ‖−1
L1(Rn)

· ε−nϕ
(x
ε

)
definieren mit ‖ϕε‖L1(Rn) = 1 und für jedes % > 0 gilt∫

Rn\B%(0)

ϕε dLn −→ 0 für ε −→ 0.

Zeigen Sie die folgenden Aussagen für die Glättung ϕε ∗ f einer Funktion f ∈ L1
loc(Rn).

(a) Ist ϕ ∈ Ckc (Rn), dann ist ϕε ∗ f ∈ Ck(Rn) und für k ∈ N0 gilt:

∂α(ϕε ∗ f) = ∂αϕε ∗ f

für alle Multiindizes α ∈ Nn0 mit |α| ≤ k.

(b) Sei f ∈ C(Rn), dann gilt ϕε ∗ f → f für ε→ 0 gleichmäßig auf kompakten Mengen.

(c) Sei f ∈ Lp(Rn) für 1 ≤ p <∞, dann konvergiert ϕε ∗ f → f für ε→ 0 in Lp(Rn).

Hinweis. Sie können die Dichtheit von C0
c (Rn) in Lp(Rn) für 1 ≤ p <∞ verwenden.
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