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Aufgabe 1.1 Lisung mittels Fourier-Reihe 5 Punkte

Jede in Bg(0) C R? ~ C hinreichend oft differenzierbare Funktion w lisst sich durch ihre
FoURIER-Reihe darstellen:

u(z) = Zak(r) ™ fiir 2 = r - ¢ mit r € [0, R[.
kEZ

Dabei sind die Koeffizienten aj eindeutig bestimmt durch

1
o

2
ax(r) / u(z) - e *edLle.
0
(a) Begriinden Sie geeignete Voraussetzungen an u, sodass die Fourier-Reihe lokal gleich-
méBig konvergiert, d.h. wenn es zu jedem Punkt w = (r,¢) € [0, R[x]0,27) eine
offene Umgebung U, von w gibt, auf welcher die Partialsummen gleichméfig gegen
die Reihe konvergieren.

(b) Bestimmen Sie die Form der Koeffizienten ag, k € Z, fiir eine harmonische Funktion
u:Br(0) — R.

Hinweis. Leiten Sie mittels Aufgabe 0.1 eine gewohnliche Differentialgleichung fiir
die Koeffizienten az her und versuchen Sie den Losungsansatz

- bork +b_r 7% fir keZ\ {0},
ag(r) =
’ byln(r)+b_ fir k=0.

(c) Im Falle einer in B1(0) C R? harmonischen Funktion u € C(B;(0)) sind die Koeffizi-
enten aj, explizit in Abhéngigkeit der Fourier-Koeffizienten von u|gg, (o) zu berechnen.

Aufgabe 1.2 Greensche Funktion fiir duferes Dirichlet-Problem 5 Punkte

Bestimmen Sie eine Greensche Funktion ¥ = ¢ 4+ ® des Laplace-Operators auf dem Kom-
plement Q := R"™ \ Br(0) mit Radius R > 0. Gesucht ist dazu eine Funktion

P: OxN—=R
mit folgenden Eigenschaften fiir alle y € {2:
(i) ©(,y) € CHQ)NC*(Q),
(ii) Agp(z,y) =0 fiir alle z € Q,
(iii) ¢(z,y) + @(z,y) = 0 fiir alle z € 9.

Bestimmen Sie eine solche Funktion ¢ und leiten Sie die Darstellung fiir jede Funktion
u € C1(Q) N C%(Q) mit kompaktem Triger in Q und Au € LY(Q) analog zu Satz 2.8 der
Vorlesung her.

Bitte wenden!
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Aufgabe 1.3 Findeutigkeit des Dirichlet-Problems 5 Punkte
Sei 2 C R"™ eine beschriankte, offene Menge, die eine Greensche Funktion ¥ des Laplace-
Operators zu DIRICHLET-Randbedingungen besitzt und einen Rand 02 von der Klasse C?
mit duBlerem Einheitsnormalenfeld v € C'(9€2, R™) hat.

Zeigen Sie, dass es hochstens eine Losung u € C2?(Q) N C1(Q) des Dirichlet-Problems

U = Uy auf 00

{Au:f in Q,

zu ug € C(00) und f € C(Q) gibt.



