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Aufgabe 10.1 Sobolev-Einbettungssätze in einer Dimension 5 Punkte

Seien a, b ∈ R, a < b und f ∈ C1(I) für I := [a, b] beliebig. Zeigen Sie die folgenden
Abschätzungen für p > 1 und α = 1− 1/p

‖f‖C(I) ≤
1

b− a
‖f‖L1(I) + ‖f ′‖L1(I), (1)

‖f‖C0,α(I) ≤ ‖f‖C(I) + ‖f ′‖Lp(I). (2)

Dabei ist ‖f‖C(I) = supx∈I |f(x)| sowie

‖f‖C0,α(I) = ‖f‖C(I) + sup
x,y∈I,
x 6=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

.

Aufgabe 10.2 Approximation von Sobolev-Funktionen 5 Punkte

Seien m,n ∈ N, Ω ⊂ Rn offen und f ∈ Wm,p(Ω), 1 ≤ p < ∞, sowie (ϕε)ε>0 ⊂ C∞
c (Rn)

eine glatte Dirac-Folge mit supp(ϕε) ⊂ Bε(0) wie in Aufgabe 8.2. Sei f die Fortsetzung
von f durch Null auf ganz Rn und

fε(x) := (ϕε ∗ f)(x) =

∫
Rn

ϕε(x− y) f(y) dy.

Beweisen Sie folgende Aussagen:

(a) Ist Ω = Rn, so ist fε ∈ C∞(Rn) ∩Wm,p(Rn) und für jedes α ∈ Nn0 , |α| ≤ m gilt
∂αfε = (Dαf)ε sowie fε → f in Wm,p(Rn) für ε→ 0.

(b) Ist Ω ( Rn, dann gilt für alle offenen Mengen U ⊂ Ω mit δ = dist(U, ∂Ω) > 0
fε ∈ C∞(U) ∩Wm,p(U) für alle 0 < ε < δ und fε → f in Wm,p(U) für ε→ 0.

Aufgabe 10.3 Produktregel für Sobolev-Funktionen 5 Punkte

Seien n ∈ N, Ω ⊂ Rn offen und 1 ≤ p, q ≤ ∞ mit 1
p + 1

q = 1. Zeigen Sie f · g ∈W 1,1(Ω) für

f ∈W 1,p(Ω), g ∈W 1,q(Ω) und die folgende Produktregel für die schwachen Ableitungen:

Di(f · g) = f ·Dig +Dif · g für i = 1, . . . , n.
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