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Aufgabe 2.1 Findimensionale Greensche Funktion 5 Punkte
Sei 2 =]0, L[ C R fiir ein L > 0 gegeben. Betrachten Sie die Funktion

. 1—%) fi >y,
U:QxQ— R, (xz,y) — y(-1) fir >y
z(1-4%) fir z<y.

(a) Zeigen Sie, dass ¥ eine Fundamentalldsung von —A auf € ist und geben Sie eine
Losungsdarstellung von u € C2%(2) der Poisson-Gleichung —Au = f in 2 an.

(b) Priifen Sie, ob U bereits eine Greensche Funktion der Laplace-Gleichung auf €2 dar-
stellt. Das heifit, dass u € C*(Q) N C%(Q) mit Au € L(Q) die Gleichung

= — X ulx 13} X u\xr) —ulx X g
u(y) = /Qw ) Au(z) dL +/mq/< )Ou() — u(z)By, ¥z, y) do,

erfiillt. Bestimmen Sie eine Losungsdarstellung von u € C1(2) N C%(Q) der Laplace-
Gleichung —Awu = 0 mit den Dirichlet-Randwerten «(0) = up und u(L) = ur.

Hinweis. Verwenden Sie hierzu [, g do = g(0) + g(L).

(c) Skizzieren Sie die Funktion z — W¥(x,y) fiir verschiedene Werte von yp.

Aufgabe 2.2 Greensche Funktion fiir den Halbraum 5 Punkte
Bestimmen Sie eine Greensche Funktion ¥ = ¢ + ® des Laplace-Operators auf dem Halb-
raum H;} := {z € R"|z, > 0}. Gesucht ist dazu eine Funktion ¢ : H,f x H;f — R mit
folgenden Eigenschaften fiir alle y € H,':
(i) (,y) € C(H) N C*(H),
(i) Azp(z,y) =0 fiir alle z € H,F,
(iii) ¢(z,y) + P(z,y) = 0 fiir alle z € OH,.

Bestimmen Sie eine solche Funktion ¢ mithilfe des in der Vorlesung eingefithrten Prinzips
der Spiegelladung und leiten Sie die Darstellung analog zu Satz 2.8 der Vorlesung fiir jede
Funktion v € C*(H,; ) N C?(H,}) mit kompaktem Triger in H, und Au € L'(H,") her.

Aufgabe 2.3 Satz von Liowville fiir harmonische Funktionen 5 Punkte
Sei Q C R” eine offene Menge, u € C?({2) harmonisch.

(a) Zeigen Sie die folgende Abschitzung fiir jeden Punkt x € 2 und Radius R > 0 mit
B R(x) cQ

n
v < = .
[Vu(z)| < Ryegﬁaﬁw)luw)!

(b) Sei @ = R™ und u beschrénkt. Beweisen Sie, dass v dann bereits konstant ist.



