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Aufgabe 5.1 Perron-Verfahren auf unbeschrinkten Mengen 5 Punkte

Fir n € N,n > 3 sei 2 C R"” offen und nicht beschriankt. Jedoch sei der Rand 9 be-
schrinkt, nicht leer und jeder Randpunkt regulidr. Weiter seien ¢ : 92 — R eine gegebene
stetige Funktion und ~ € R ein Parameter.

Beweisen Sie, dass es genau eine harmonische Funktion u € C?(Q) N C(Q) gibt mit

Au=0 in Q,
U= auf 01,
indem Sie folgende Schritte zeigen:

(a) Priifen Sie, ob das Perron-Verfahren auf die folgende Menge

|z|—00

Spn = {v € C(Q) ) v ist subharmonisch in 2, v)5q < p und lim v(z) = ’y}

anwendbar ist und finden Sie ein harmonisches u € C?(Q2) N C(Q2) zu Randdaten .

(b) Folgern Sie, dass die Losung aus Aufgabenteil (a) auch einen Grenzwert im Unend-
lichen besitzt.

Hinweis. Betrachten Sie zu festem zg € R", ¢ > 0 die superharmonische Hilfsfunktion

w(zx) := min {max {sup ®, 7} Y+ ¢ P(x, xo)}
[2/9]

mit der Fundamentallosung ® aus Definition 2.5. Wéhlen Sie zp und ¢ so, dass
v—w < 0 auf 09 fiir jedes v € S, gilt.

(c) Zeigen Sie, dass die Losung auch eindeutig bestimmt ist.

Aufgabe 5.2 Mazimumprinzipien 5 Punkte

Firm,n € N,n > 2 seien 2 C R” offen, beschrinkt und zusammenhéngend und p1, ..., pm
endlich viele Randpunkte von €. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Ist u € C(Q) subharmonisch und beschrankt mit

lim u(z) <0 Vg€ 0\ {p1,-..,Pm}s

T—T0
so gilt v < 0 in .

Hinweis. Betrachten Sie die Hilfsfunktionen (uc)e~o gegeben durch

m
Ue = U — Ez(b(vpl)
=1

mit der Fundamentallssung ® aus Definition 2.5 auf V := Q\ J.~, By, (p;) fiir geeig-
nete Radien r; > 0 .
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(b) Ist u € C%(Q) harmonisch und beschriinkt mit

lim u(a:):O Vﬁfoeaﬂ\{p17~--apm}a

T—T0

so gilt ©w =0 in .

Aufgabe 5.3 Lebesgue Spine 5 Punkte
Betrachten Sie fiir ¢ € (0,1] die Mengen S, := {(z,y,2) € R? | p < e_c/z,z;> 0}, wobei
wir p? = 22 + 9? analog zu Zylinderkoordinaten schreiben. Sei Q = B1(0) \ S; C R3 und

w: 0\ {0} — R, dclt.

! t
(w7 y7 Z) /
0 PP+ (z—1t)?
(a) Zeigen Sie, dass w € C%(Q) harmonisch ist.

(b) Beweisen Sie, dass w beschrénkt ist und mit geeigneten Stammfunktionen

li =142
ceomw(§) =1+ 2

folgt, d.h. w ¢ C(Q).

(¢c) Machen Sie sich klar, dass alle Randpunkte aus 0\ {0} regulér sind, und widerlegen
Sie, dass 0 regular ist.

Hinweis. Zeigen Sie, dass die Perron-Losung u auf 2 zu den stetigen Randdaten

w(§) - fiir §#£0,

: 00 — R, —
v . {3 fir £€=0

bereits mit w iibereinstimmt, falls 0 ebenfalls regulédr wére.



