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Aufgabe 6.1 Kegelbedingungen 5 Punkte
Fir n > 2 sei Q C R"™ offen.

(a) Besitze Q einen Lipschitz-Rand 9Q € C%!. Beweisen Sie, dass jeder Randpunkt
¢ € 09 eine duflere sowie innere (d.h. analog zu Definition 2.21 C, N Br(§) C Q)
Kegelbedingung erfiillt.

Dabei bedeutet ein Rand 99 von der Klasse C%!, dass es fiir jedes £ € 9Q ein r > 0,
ein (evtl. durch Rotation, Spiegelung entstandenes) orthogonales Koordinatensystem
(Y1, .- ,Yn) und eine C%'-Funktion v : U C R*™! — R gibt, sodass Q N B,(¢) in
den neuen Koordinaten unterhalb des Graphen von + liegt, d.h. mit der Abkiirzung
U= (Y1, Yn—1) gelte {y | y € B,(§)} C U sowie

QN B (&) ={y € B:(&) | yn <@},
IUN B (&) ={y € B (&) | yn =7[@)}.

(b) Betrachten Sie die offenen Mengen Q; C R?,i = 1,2, 3, definiert durch

Qo= (g € 0. y<va)  Q=002\Q, Q5 :=Bi0)) {0}

sowie den Lebesgue Spine 2 C R? aus Aufgabe 5.3. Untersuchen Sie, ob die Mengen
einen Lipschitz-Rand besitzen.

Aufgabe 6.2 Kompatibilitatsbedingung beim Neumann-Randwertproblem 5 Punkte

Sei 2 C R” offen, beschrinkt mit C'-Rand und u € C%(Q) N C'(Q) eine Losung des
Neumannschen Randwertproblems

—Au=f in Q,
du=1 auf 0,

wobei f € L(Q2), ¢ € C°(0€) und v das Einheitsnormalenfeld zu OS2 ist.

(a) Folgern Sie, dass die Kompatibilitdtsbedingung

/fd£”+ W do =0
Q 0N

erfiillt sein muss.

(b) Sei Q2 =10, L[ C R fiir ein L > 0 gegeben. Betrachten Sie die Funktion

2

Z= — fir =<y,
Oy QA xQ—R, (z,y) — < 2L Y Y
5T T fir = >y.

Bitte wenden!
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Priifen Sie, ob ®y bereits eine Greensche Funktion der Laplace-Gleichung auf €2
darstellt. Das heifit, dass jedes u € C1(Q) N C?(Q2) mit Au € L*(Q) die Gleichung

u = —/ Oy (z, ) Au(z) dLlz —|—/ SN (z, )0 u(x) dog + const.
Q o0

erfiillt. Bestimmen Sie auBerdem eine Darstellung aller Losungen u € C2(Q)NC ()
der Poisson-Gleichung —Au = f € L'(2) mit Neumann-Randwerten unter geeigne-
ten Kompatibilititsbedingungen.

Hinweis. Verwenden Sie hierzu wie iiblich das Randintegral [, g do = g(0) + g(L).
Aufgabe 6.3 Singuldre integrierbare Funktionen 5 Punkte
Betrachten Sie fiir R > 0, € R sowie n € N die rotationssymmetrische Funktion

|z|7* fir 0<|z| <R,

U:R*"\ {0} — R, z+—
0 fir |z| > R.

Zeigen Sie, dass ¥ genau dann Lebesgue-integrierbar ist, wenn a < n ist.



