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Aufgabe 7.1 Holder-stetige Funktionen 5 Punkte

Fiir n € N sei 2 C R" offen, beschrinkt und a €]0,1]. Betrachten Sie die Vektorrdume
CY(Q) bzw. C%*(€) der lokal a-Holder-stetigen Funktionen.

(a) Beweisen Sie, dass die Abbildung

|- Moo : C%*(Q)) — R, u > sup |u| + sup M
Q :t,qfﬁ ‘x - y‘
z#Y

wohldefiniert ist und eine Norm auf C%%(Q) definiert.

Hinweis. Sie konnen aus der Vorlesung C%*(Q) C C(Q) verwenden und, dass solche
Funktionen gleichméfig a-Holder-stetig sind.

(b) Zeigen Sie, dass (C%*(Q),] - llo.) ein Banach-Raum ist. Benutzen Sie hierfiir die

Vollstandigkeit von C'(€2) versehen mit der Supremumsnorm.

(c) Beweisen Sie die Inklusionen
cl(Q) c c*(Q) c c¥(Q).

Gelten diese auch fiir unbeschrinkte Mengen 2 C R™?

Aufgabe 7.2 Abschneidefunktionen 5 Punkte
Fiir n € N seien 2 C R™ offen, zg € R™ und r > 0 gegeben.

(a) Betrachten Sie die Funktion

—1/z 0
¢IR—>R>0, T — ¢ £>0
- 0 x < 0.
Weisen Sie ¢ € C*°(R) nach und folgern Sie, dass
o R 0,1], 7 ¢ — [z — o)

eine Funktion aus C¢°(R"™) ist mit kompaktem Triger supp(y¢) = B, (zo), wobei der
Triger geméaf

supp(p) = {z € R" | p(z) # 0}
definiert ist.

(b) Betrachten Sie fiir a,b € R,a < b, die Abschneidefunktion

¢(b —x)
¢(b—z)+ ¢(z —a)

und zeigen Sie § € C°(R,[0,1]) mit ¢ = 1 fiir z < a, ¢ = 0 fiir z > b sowie
0’ € L>®(R).

f:R— R, T —

Bitte wenden!
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Aufgabe 7.3 Nicht-Existenz von Lésungen der Poisson-Gleichung 5 Punkte

Fir n € Nyn > 2 sei 2 C R” offen und zp € Q sowie w : Q\ {zo} harmonisch und
beschrankt.

(a) Zeigen Sie, dass sich w harmonisch auf ganz Q fortsetzen lésst und zwar mithilfe des
Poisson-Integrals zur Lésung v des Problems

Av=0 in Bs(xo),
v=w auf  OBs(z0)

fiir hinreichend kleines 6 > 0.
(b) Betrachten Sie fiir ein R €]0, 1] die offene Menge 2 = Bg(0) C R? sowie die Funktion
v(w) = (af — 23) - (= In|z|)"/%.
(i) Zeigen Sie, v € C1(Q2) N C>®(Q\ {0}), jedoch v ¢ C?(£).

(ii) Verifizieren Sie, dass Av stetig auf Q fortgesetzt werden kann mit Fortsetzung

f(z) = Bt (8(-Infa) 2+ (~lnfe)¥2) fir o #0,
) =
0 fir z=0.

(iii) Zeigen Sie, dass das Problem

Au=f in Q,
U= auf 092

keine klassische Losung u € C?(Q2) N C(Q) besitzen kann.



