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Aufgabe 8.1 FElliptischer Differentialoperator 5 Punkte
Betrachten Sie auf = B;(0) C R? den linearen Differentialoperator

Lu) == (1 — 2?) - 02u + 22y - 9, 0u + (1 — y?) - 6;’&

fiir reellwertige Funktionen w zweier Variablen. Priifen Sie, in welchen Punkten (x,y)
der offenen Einheitskreisscheibe der Operator L elliptisch ist bzw. ob dieser gleichméfig
elliptisch ist.

Aufgabe 8.2 Fundamentallemma der Variationsrechnung 5 Punkte
Fiir n € N seien 2 C R” offen und ¢ € C2°(R™) mit ¢ > 0 eine Abschneidefunktion mit

Tréiger supp(y) = B1(0).

(a) Machen Sie sich klar, dass sich mithilfe von ¢ eine glatte Dirac-Folge (¢:)e>0 defi-
nieren ldsst und die Voraussetzungen von Aufgabe 0.4 erfiillt sind.

(b) Betrachten Sie fiir m € N Mengen der Form
Ky, = {x € Q| dist(z,R"\ Q) > 1/m,|z| < m}
und zeigen Sie, dass diese eine kompakte Ausschopfung von 2 bilden, d.h.

o K., C R" ist kompakt mit K,,, C K41 C Q fiir alle m € N,

o ()= UmGN Km’
o fiir jedes x € Q) gibt es ein 6 > 0, m € N mit Bs(x) N Q C K,,.

c¢) Seien nun f € L} (Q) und gelte
loc

/w ALh =0 Ve l>®(Q).
Q

Zeigen Sie, dass dann f = 0 fast iiberall in 2 gilt.

Hinweis. Zeigen Sie . * f = 0 auf K,, fiir hinreichend kleines . Setzen Sie hierfiir
f geeignet durch 0 auf ganz R"™ fort.

Bitte wenden!
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Aufgabe 8.3 Variationsprinzip 5 Punkte
Sei n € N, C R” offen und beschrinkt mit dQ € C'. AuBerdem seien f € C(Q) und
g € C(09). Definiere auf

A:={uecC*Q)NC' Q)| u=gauf 90}
ein Funktional durch

E(u) := / %‘VUF — fudLl", ue A
Q

Beweisen Sie, dass u € A genau dann ein Minimierer von F in A ist, wenn u das Rand-
wertproblem

—Au=f in
u=g¢g auf 0N
16st. Ein Minimierer u € A ist hierbei definiert durch F(u) < E(v) fiir alle v € A.

Hinweis. Machen Sie sich fiir u € A klar, dass Funktionen der Form wu + t¢ fiir ¢ € R und
gewisse Funktionen ¢ wiederum in A liegen.



