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1 STRUKTUREN

1 Strukturen

Die Funktionalanalysis untersucht allgemeine Strukturen und Konzepte auf Funktionen-
rdumen sowie stetige Abbildungen zwischen solchen Rdumen wie beispielsweise die be-
kannten stetigen reellwertigen Funktionen C'(£2), die Folgenrdume ¢* oder die Lebesgue-
integrierbaren Funktionen LP(Q) fiir offene Mengen © C R"™. Im Folgenden werden wir
uns hauptséichlich auf lineare Abbildungen konzentrieren, d.h. auf die lineare Funktional-
analysis.

1.1 Topologische Riume

Definition 1.1. Ein topologischer Raum ist ein Paar (X,7) bestehend aus einer
Menge X und einer Teilmenge 7 C Pot (X) der Potenzmenge von X mit:

(T1) e T und X € T,
(T2) Seien Uy, Uy € T. Dann ist Uy N Uy € T,

(T3) Sei A eine beliebige Menge und Uy € 7 VA € A. Dann ist |J Uy, € T.
AEA

T heifit dann eine Topologie auf X und die Elemente O € T nennt man offene Mengen.
A C X heifit abgeschlossen, falls A°:= X \ A € T offen ist.

Bemerkung: Die Topologie bestimmt daher, welche Mengen offen bzw. abgeschlossen
sind. Laut Definition sind endliche Durchschnitte sowie beliebige Vereinigungen offener
Mengen wiederum offen. Wegen

(Us) -
AEA AEA

sind beliebig viele Durchschnitte und endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen
abgeschlossen.

Beispiel 1.2.

(a) Fiir eine beliebige Menge X bezeichnet T3 = {0, X'} die triviale und 75 = Pot (X)
die diskrete Topologie.

(b) Fiir X = R" sagt man: A C X ist offen, wenn fiir alle x € A ein € > 0 mit
Be(r) ={y eR" [ [z —y[ < e} C A
existiert. Dies definiert eine Topologie auf R".

(c) Sei (X, T) ein topologischer Raum und Y C X. Dann kann man die Unterraumto-
pologie
Ty ={YNA|AecT}

definieren. Dann ist (Y, 7y) ein topologischer Raum.
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(d) Seien (X,7T) und (Y,S) topologische Rdume. Dann lédsst sich auf
XxY={(z,y) |z e X,y Y}
die Produkttopologie 7;,,q wie folgt definieren:
W € Toroa, fallsV(z,y) e W 3U € T,V €8, sodass (z,y) e U xV C W.

Definition 1.3. Sei (X,7) ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge. Dann
ist der Abschluss von A definiert durch

A:=(\{B|B°€T und AC B},

d.h. A ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthilt. Das Innere von A ist definiert
durch
A= J{BCcA|BeT}

d.h. A° ist die groBte offene Menge, die in A enthalten ist. Es folgt A° C A C A.
Der Rand von A ist dann definiert als

DA = A\ A°.

Definition 1.4. Sei (X, T) ein topologischer Raum. Eine Menge A C X heifit dicht,
falls A = X. Der Raum X heifit separabel, falls er eine abzdhlbare dichte Teilmenge
enthélt.

Beispiel 1.5. (a) Falls 7; = {0, X'} die triviale Topologie ist, so findet man A = X und
A° = () fiir A # (), d.h. jede nicht-leere Menge ist dicht und X ist immer separabel.

(b) Fiir die diskrete Topologie T; = Pot (X) folgt A = A° = A VA C X. Hier ist X
separabel, wenn X abzéhlbar ist.

Fiir R mit der Topologie aus Beispiel 1.2 (b) erhdlt man

(c) Fiir A=Qist Q =R und Q° = (), d.h. 9A = A und Q liegt dicht im separablen
Raum R.

(d) Fir A= B.(z) ist A° = A,
A={yeR||jzr—y|<e} und dA={yeR]||z—y| =¢}.

Definition 1.6. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und z € X. Eine Menge U C X ist
eine offene Umgebung von z, falls U € T und x € U. Fiir eine beliebige Menge A ist
eine Familie {U,} en bestehend aus offenen Umgebungen von x eine Umgebungsbasis
von z € X, falls gilt:

V C X offene Umgebung von = dX € A, sodass Uy, C V.

Definition 1.7 (Konvergenz in topologischen Raumen). Sei (X,7) ein topologischer
Raum und (x,),en eine Folge in X. Dann konvergiert (x,,),en gegen x € X fiir n — oo,
wenn fiir alle offenen Umgebungen U C X von z ein ng € N existiert, sodass x,, € U fiir
alle n > ng. Schreibweise: z,, — x fiir n — oo.

r € X heifit Haufungspunkt der Folge (z,),en, falls in jeder Umgebung U € T von x
stets unendlich viele Folgenglieder z,, € U liegen.

4
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Bemerkung: In metrischen Rdumen charakterisiert der Begriff der Konvergenz die To-
pologie. Dies ist in allgemeinen topologischen Riumen nicht der Fall. Ist (X,7) ein to-
pologischer Raum und A abgeschlossen, dann sind alle Limites von Folgen in A noch in
A enthalten. Die umgekehrte Implikation gilt aber nur, wenn jeder Punkt von X eine
abzéhlbare Umgebungsbasis besitzt. Siehe Beispiel 1.13 (b).

Definition 1.8 (Stetigkeit). Seien (X,7) und (Y,S) zwei topologische Rdume. Eine
Funktion f : X — Y heifit stetig, falls f~}(V) € T fiir alle V € S gilt, d.h. wenn das
Urbild jeder offenen Menge in Y eine offene Menge in X ist. Fiir x € X sagen wir, dass
f stetig in x ist, falls fir alle offenen Umgebungen V' von f(x) eine offene Umgebung U
von x existiert, sodass f(U) C V gilt.

Eine Funktion ist damit genau dann stetig (d.h. auf ganz X') wenn sie in jedem Punkt
des Definitionsbereichs X stetig ist.

Lemma 1.9. Seien (X, T) und (Y,S) zwei topologische Riume und f : X — Y eine
stetige Funktion. Dann gilt fir alle konvergenten Folgen (z,)nen in X mit x, — x auch

Beweis. Siehe Ubungen. O

Bemerkung: Die Umkehrung von Lemma 1.9 gilt i.Allg. nicht. Sondern nur in topolo-
gischen Rdumen mit einer hochstens abzdhlbaren Umgebungsbasis fiir jeden Punkt.

Es ist jedoch einfach zu zeigen, dass f in X stetig ist genau dann wenn f in jedem x € X
stetig ist.

Definition 1.10 (Vergleich von Topologien). Seien Ty, 73 zwei Topologien auf einer Men-
ge X. Dann nennt man 7; feiner oder stirker als 75 (oder 77 eine Verfeinerung von
7T5) bzw. man nennt 75 gréober oder schwicher als 77, wenn 7 C 7.

Bemerkung:

(i) Sei T; feiner als 75. Dann gibt es in (X, 7;) mehr offene Mengen als in (X, 7z). Deswe-
gen ist Konvergenz in (X, 7;) schwieriger zu erhalten als in (X, 73), d.h. Konvergenz
x, — x bzgl. Ty impliziert x,, — = bzgl. Ts.

(ii) Seien 71,75 Topologien von X, &;,S; Topologien von Y und f : X — Y eine
Funktion.
Auch der Begriff der Stetigkeit hingt von der Topologie ab. Sei 7, C 7;. Dann
impliziert die Stetigkeit von f: X — Y bzgl. 75 die Stetigkeit von f bzgl. 7;.
Andererseits, wenn S; D Sy zwei Topologien auf Y sind, impliziert die Stetigkeit
von f bzgl. §; die Stetigkeit von f bzgl. Ss.

Beispiel 1.11. Sei X eine beliebige Menge.

(a) T = Pot (X) ist die feinste Topologie auf X. Hierin ist z.B. U = {x} fiir jedes 2 € X
offen. Eine Folge konvergiert, d.h. x,, — x, genau dann wenn z, = x stationér fiir
n > ng.
Insbesondere ist jede Funktion f: X — Y stetig fiir 7; = Pot (X).
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(b) Tz = {0, X'} ist die grobste Topologie auf X. Jeder Punkt z € X hat nur die Umge-
bung X und jede beliebige Folge ist konvergent. Falls X mehrere Elemente enthélt,
ist der Grenzwert nicht eindeutig.

Tragt Y die triviale Topologie To = {0, Y}, so ist jede Funktion f : X — Y stetig.

Damit ein topologischer Raum hinreichend viele offene Mengen beinhaltet, gibt es
diverse Trennungseigenschaften, die an eine Topologie gestellt werden kénnen. Eine geht
dabei auf F. Hausdorff zurtick.

Definition 1.12. Ein topologischer Raum (X,7) heifit hausdorff’sch (Hausdorff-
Raum), falls beliebige Punkte z,y € X, x # y, disjunkte offene Umgebungen besitzen,
d.h.
Veye X,o#y 3U,U, €T mitx €U, ye€ U, und U,NU, = 0.
Der topologische Raum (X, T) heifit kompakt, falls er hausdorff’sch ist und jede offene
Uberdeckung
X=JUx mit UyeT VreA
AEA
eine endliche Teiliiberdeckung

X={JUy mit A, A €A
=1
besitzt.

Bemerkung:

(i) Sei (X, T) ein kompakter topologischer Raum und A C X abgeschlossen. Dann ist
A versehen mit der Unterraumtopologie T4 ein kompakter Raum. In der Tat ist klar,
dass A hausdorff’sch ist. Wenn {Uy}xen, Ux € Ta, eine offene Uberdeckung von A
ist, so liefert {{U N AC} eine offene Uberdeckung von X. Deswegen gibt es eine
endliche Teiliiberdeckung von X geméaf

X =AUl U,
i=1
also ist |J U,, eine endliche Teiliiberdeckung von A.
i=1

(ii) Der Grenzwert einer konvergenten Folge in einem Hausdorff-Raum ist aufgrund der
Trennungseigenschaft eindeutig. Jedoch folgt auf topologischen Raumen aus Kom-
paktheit i. Allg. nicht die Folgenkompaktheit, d.h. nicht jede Folge besitzt eine
konvergente Teilfolge.

Beispiel 1.13.
(a) Die triviale Topologie T = {0, X}, wobei X mindestens 2 Elemente besitze, ist kein
Hausdorff-Raum (siche Beispiel 1.11 (b)).

(b) Die Topologie auf X = R mit
T ={U CR| U =0 oder U° ist abzihlbar}
ist nicht hausdorff’sch.
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(¢) Metrische Réaume sind hausdorft’sch.

Satz 1.14. Sei (X,T) ein kompakter Raum und (z,)nen eine Folge in X. Dann existiert
mindestens ein Haufungspunkt von (,)nen in X.

Beweis. Angenommen, (z,),eny habe keinen Haufungspunkt in X. Dann findet man fiir
jedes y € X eine offene Umgebung U, € T, sodass U, nur endlich viele Punkte x,
enthélt. {U,},ex ist eine offene Uberdeckung von X. Deswegen gibt es endliche viele

Y1, .- Ym € X mit
X =Ju,.

Dies widerspricht der Tatsache, dass jedes U, nur endlich viele Punkte von z,, enthdlt. [

Die folgenden Lemmata spiegeln hilfreiche Trennungseigenschaften wider, die norma-
lerweise in einem Raum gelten sollten.

Lemma 1.15. Sei (X,T) ein kompakter Raum. Sei x € X und U eine offene Umgebung
von x. Dann existiert eine offene Umgebung V von x mit V C U.

Beweis. Fiir jedes y € X \ U wihle man offene Umgebungen Wy, von y und V,, von x mit
W, NV, = 0. Dann ist {{W,},ex\v,U} eine offene Uberdeckung von X. Ex existieren
alson € Nund yy,...,y, € X \ U mit

X:UuOW@
i=1

Setze . .
V=V, sowie W:=[]JW,,
i=1 i=1
dann ist V eine offene Umgebung von z und X = U U W. W ist ebenfalls offen mit

wnv = 0, deswegen ist W abgeschlossen mit V' C W, also V c We¢. Folglich ist
VAW =0,dh VCU. O

Lemma 1.16. Sei (X,T) ein kompakter Raum und U,V € T mit V. C U. Dann gibt es
ein W €T mit B o
VcwcWwcU

Beweis. Nach Lemma 1.15 existiert fiir jedes = € V eine offene Umgebung W, € T von
x mit W, C U. Dann ist {{W,},cy, X \ V} eine offene Uberdeckung von X. Deswegen

gibt es endlich viele xy,...,z, € V mit

(X\Vﬂﬂgwmzx

=1

Setze W := |J W,,, dann ist W offen und enthélt V. AuBerdem ist bei Ubergang zum
i=1

W,, c U. O

Cs

Abschluss W C

i=1
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Definition 1.17. Einen topologischen Raum ()& T) mit der Eigenschaft, dass fiir alle
UV e€T mit VCUenW €T existiert mit VC W C W C U, bezeichnet man als
normal.

Lemma 1.16 zeigt, dass jeder kompakte Raum normal ist. Dabei ist die Kompaktheit
wichtig, denn die Hausdorff-Eigenschaft allein impliziert dies nicht. 1925 konstruierte Ury-
sohn einen Hausdorff-Raum, in welchem alle stetigen reellwertigen Funktionen konstant
sind. Der folgende Satz ist eine Variante des Lemmas von Urysohn, um solche Trivialitéiten
auszuschlieflen.

Satz 1.18. Seien (X, T) ein normaler Raum und A, B C X disjunkte, nicht-leere abge-
schlossene Mengen. Dann existiert eine stetige Abbildung

g: X —1[0,1] mit Acg0), BCg (1),

wobei das Intervall [0,1] C R mit der Standardtopologie versehen ist.

Beweis. Wéhle per Definition eine Umgebung Uy, € T mit A C Uy, C Ul/Q C B¢ sowie
U1/4, U3/4 € 7- mit

AC Uy, CUyy C Uy CUy, C Usyy C U3, C B

Durch Iteration definiere man U, mit A € A = {22 | m = 1,2,...,2""!, n € N}, sodass
Uy C U, fiir A < p gilt. Setze Uy := B und f: X — [0, 1] mit

1 falls z € X\ U Uy,
Fla)=14 AEAU{1}
inf A falls z € |J U,.
z€UN AeAU{1}
Nach Konstruktion gilt
0 falls x € A,
J(@) = {1 falls x € B.

Es bleibt zu zeigen, dass f stetig ist: Sei also x € X, € > 0 beliebig und konstruiere eine
offene Umgebung U von z, sodass f(U) C (f(z) — ¢, f(x) + ¢).
(i) x € A: Wahlt man Ay € A mit Ay < ¢, so ist U,, eine gewiinschte Umgebung mit
f(U/\0> - <_€7 6)' .
(ii) x € B =X\ {J Ux: Wahle Ay € Amit 1—e < Ay < 1 und setze U := X\U,,, dann ist
AEAU{1
U offene Umgeéu}ng mit UNU, = 0 fiir alle A < 1—¢ und folglich f(U) C (1—¢, 1+¢).

(iii) x € | Ux\ A: Wegen f(x) € (0,1) wihle A\g, A\; € A mit
AEAU{1}

flx)—e< X< flx) <\ < f(x) +e
Setzt man U := Uy, \ Uy,, so folgt f(U) C (Mo, M1) C (f(x) — ¢, f(x) +e).
[

Folglich gibt es in normalen Rdumen eine Vielzahl stetiger Funktionen die auf dis-
junkten, abgeschlossenen Mengen vorgegebene Werte annehmen kénnen. Des weiteren
lassen sich auf abgeschlossenen Teilmengen A C X stetige reellwertige Funktionen auf
den ganzen Raum stetig fortsetzen nach einem Satz von Tietze-Urysohn.

8



1 STRUKTUREN 1.2 Metrische Raume

1.2 Metrische Riaume

Neben den kompakten Rdumen sind auch metrische Rdume normal. Im Folgenden einige
Wiederholungen aus Analysis 2 und deren Einordnung in den topologischen Kontext.

Definition 1.19 (Ana 2). Sei X eine Menge, eine Abbildung d : X x X — [0, 00) heifit
eine Metrik auf M genau dann wenn fiir alle z,y, z € X gilt:

(D1) d(z,y) =0 < zxz=y (Definitheit)
(D2) d(z,y) = d(y, x) (Symmetrie)
(D3) d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2) (Dreiecksungelichung)

Das Paar (X, d) heift dann metrischer Raum.

Beispiel 1.20 (Ana 2). Einige wichtige und wiederkehrende Beispiele, welche man als
Ubung leicht verifiziert, sind:

(a) Sei X = K" fiir K =R oder K = C. Die euklidische Metrik ist bestimmt durch

d(z,y) = <Z |7 — yi|2> .

(b) Sei X =R". Fiir 1 < p < oo definieren wir

1
n P
o= (S
i=1
Ist p = o0, so definieren wir

=1,...

(c¢) Fiir 1 < p < oo definiert man die Folgenrédume

00 1/p
£ = {a = (@n)ocsisan €K | flall, < o0} mit [lall, := (Zrmp)

k=1

der zur p-ten Potenz absolut summierbaren Folgen bzw. den Raum der beschriankten
Folgen

0 :={a = (an)nen, an € K| |la]|oc < 00} mit |a|le = iug |ag|.
€
So ist mit analoger Notation (¢?,d,) ein metrischer Raum fiir

1
dy(z,y) = (Xkew ok —ul")” 1< p <o,
p’ SUDgen | T — Ykl p = 0oo.
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(d) Sei X eine beliebige Menge. Die charakteristische (diskrete) Metrik ist definiert

durch
0 fiirz =y,
d(z,y) = {
1 sonst.

(e) Sei X =R. Neben der euklidischen Standardmetrik auf R lasst sich die Metrik

|z —y|

d =

definieren.

(f) Der Raum RY der reellen Folgen kann mit der Metrik

dla.g) =y e AT

i 1+]xk—yk|

(o]
k=

versehen werden.
Mit einer Metrik lassen sich auch Abstédnde zwischen Mengen messen.

Definition 1.21 (Absténde). Sei (X, d) ein metrischer Raum und seien A;, Ay, A C X
und x € X, € > 0. Man definiert den Durchmesser einer Menge durch

diam (A) := sup {d(z,y) | z,y € A}.

Eine Menge A C X heifit beschrankt, falls diam(A) < oo erfiillt ist.
Distanzen zwischen Mengen werden wie folgt abgekiirzt:

dist (A1, Ag) :=1inf {d(z,y) | x € A1, y € Ay}, dist(A,0) := oo,
dist (z, A) :=dist({z}, A) = inf {d(z,y) | y € A},

sowie die entsprechende e-Umgebung B.(A) := {y € X | dist (y, A) < €}.

Bemerkung (Induzierte Topologie): Jeder metrische Raum (X, d) ist ein topologischer
Raum (X, 7;) mit der von der Metrik definierten Topologie T; geméf (siehe Ubungen)

O€eTy & VeeO FJe>0mit B(x)={ye X |dz,y) <e} CO.

Ebenso ist durch {B.(x)}.so eine Umgebungsbasis von z € X bzgl. der induzierten To-
pologie definiert.

Waihrend es immer moglich ist, eine Topologie auf einem metrischen Raum zu definieren,
so ist es nicht immer moglich, auf einem topologischen Raum eine Metrik so zu definieren,
dass die induzierte Topologie mit der urspriinglichen Topologie {ibereinstimmt, d.h. nicht
alle Topologien sind metrisierbar. Siehe Beispiel 1.13.

Nun lassen sich auch der Konvergenzbegriff einer Folge oder die Stetigkeit einer Funk-
tion dquivalent charakterisieren. Im Folgenden sei fiir einen metrischen Raum stets die
induzierte Topologie angenommen.

Satz 1.22. Seien (X,d) und (Y, d) zwei metrische Riume.

10



1 STRUKTUREN 1.2 Metrische Raume

(i) Eine Folge (x,)nen mit x,, € X konvergiert genau dann gegen ein x € X wenn gilt:

Ve>0 dnpeN: d(z,,z)<e Vn>ng

(i) A C X ist abgeschlossen genau dann wenn fir jede konvergente Folge (xy,)nen mit
Werten in A der Grenzwert ebenfalls in A liegt. Des Weiteren ist der Abschluss
gegeben durch

A={z € X |3 (2,)nen Folge in A mit x, — x fiir n — oo},

(i1i) Die Funktion f: X — Y ist genau dann stetig in x € X wenn

(Tp)nen Folge in X mit x, - x = f(z,) — f(x).

Beweis. (i) Folgt direkt aus obiger Bemerkung fiir die induzierte Topologie.

(ii) Sei zundchst A abgeschlossen, d.h. X \ A offen, und z, € A fir n € N mit x,, — «
fiir n — oo. Angenommen x ¢ A, dann ist X \ A eine Umgebung von x und mit der
Definition der Konvergenz folgt fiir ein ng € N, dass x,, € X \ A fiir alle n > ngy. Im
Widerspruch zur Annahme.

Sei nun das Folgenkriterium erfiillt und z € X \ A beliebig. Wir wollen zeigen, dass
es ein € > 0 gibt mit B.(z) C X \ A. Wire dies nicht der Fall, giibe es zu jedem
n € N ein Punkt z,, € A mit d(z,,z) < 1/n. Dann konvergiert aber bereits x,, — z,
sodass = € A gelten miisste, im Widerspruch zur Annahme. Damit ist X \ A offen.

(iii) Siehe Ubungen.
[

Ebenso ldsst sich in metrischen Rdumen Kompaktheit mittels Folgen nachweisen.

Definition 1.23. Sei (X, d) eein metrischer Raum. A C X heifit prdkompakt, falls A
fiir jedes € > 0 eine endliche Uberdeckung mit e- Kugeln besitzt, d.h. falls z,..., 2, € A
existieren mit

AcC CJ Be(z;).

=1

Teilmengen prakompakter Mengen sind wiederum prakompakt. Auflerdem sind pra-
kompakte Mengen beschréankt, wie man sich leicht klar macht.

Definition 1.24 (Ana2; Vollstandigkeit). Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge
(Zn)nen in X heifit Cauchy-Folge, falls d(z,, z,,) — 0 fir n,m — oo.
Der metrische Raum (X, d) heifit vollstidndig, falls jede Cauchy-Folge konvergent ist.

Nun lasst sich die Kompaktheit charakterisieren durch folgenden

Satz 1.25. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Fir A C X sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) A ist kompakt (iberdeckungskompakt)

11
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(i) A ist folgenkompakt, d.h. jede Folge in A besitzt eine konvergente Teilfolge mit
Grenzwert in A.

(11i) (A,d) ist vollstindig und A ist prikompakt.

Beweis. (i) = (ii): Siehe Satz 1.14.

(ii) = (iii): Nach (ii) besitzt jede Cauchy-Folge in A einen Haufungspunkt in A, der
wiederum in metrischen bzw. Hausdorff-Réumen eindeutig ist. Also konvergiert die
Folge in A und (A, d) ist vollstéandig.

Gibt es fiir ein € > 0 keine endliche e-Uberdeckung von A, so lisst sich induktiv die
Folge (x,,)nen mit

1 €A, T € AN U Be(x;)
i=1
wéhlen, welche offensichtlich keinen Haufungspunkt hat. Dies ist aber ein Wider-
spruch.

(iii) = (i): Sei (U;)ier eine offene Uberdeckung von A und

M = {B calrcrBeJu = Jist unendlich}
ieJ
die Menge der unendlich iiberdeckten Teilmengen. Es geniigt A ¢ M zu zeigen.
Nehmen wir nun an, es gélte A € M, so gibt es aufgrund der Prékompaktheit fiir
beliebiges € > 0 eine endliche Uberdeckung

AC U B.(zy) mit x, € A.

k=1

Fiir ¢ = 1 gibt es dann ein Index k € {1,...,n.}, 0.E. 1 € A, mit nicht-leerem
Schnitt Bi(z1) N A € M wegen der unendlichen Uberdeckung. Als Teilmenge ist
nun wieder By(zq) N A € M prikompakt und man findet xo € By(z1) N A mit
Bija(x2) N A € M. Induktiv erhélt man eine Folge von zy, fiir ¢ = 1/k mit

0 # By :=(Bilxx)NAEM VmeN.
k=1

k
Wihle fiir jedes m € N ein y,, € B,,, dann ist y,,,y1 € Bi(x,,) fir m < [, d.h.
A(Ym, 1) < 2/m und (Ym)men ist eine Cauchy-Folge in A. Aufgrund der Vollstandig-
keit gibt es ein y € A mit &, := d(Ypm,y) — 0 fiir m — oc.

Nun ist aber auch y € U, fiir ein 7 € J und es folgt fiir grofie m

Bm - Bi(a”'m) C Bg(ym) C Bl—i—am(y) - Ui’
d.h. B, ¢ M, ein Widerspruch.
O

Bemerkung: Da jede konvergente Folge auch Cauchy-Folge ist, sind kompakte Mengen
abegschlossen (wegen der Vollstandigkeit).

Falls (X, d) vollstindig ist, so ist A C X prikompakt genau dann wenn A kompakt ist.
Dies folgt, da abgeschlossene Teilmengen vollstdndiger Rdume wiederum vollstéindig sind.
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1 STRUKTUREN 1.2 Metrische Raume

Beispiel 1.26. Fiir die Standardmetrik auf K = R oder C ist
(a) Q mit d(x,y) = |x — y| weder vollstindig noch prakompakt,
(b) K™ vollstandig, aber nicht prikompakt,

(c) das reelle Intervall (0, 1) prikompakt, aber nicht kompakt.

Wie die Beispiele zeigen, ist nicht jeder metrische Raum auch vollstédndig, jedoch
lasst sich dieser vervollstdndigen analog zur Konstruktion der reellen Zahlen als Ver-
vollstéandigung der rationalen Zahlen.

Definition 1.27. Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume. Eine Funktion ¢ : X — Y
heifit Isometrie, wenn fiir alle z,y € X gilt:

dy(¢($), ¢<y>> - dX(x7 y)

Eine Vervollstindigung von (X, dx) ist ein vollstdndiger, metrischer Raum (Y, dy ) mit
einer zugehorigen Isometrie ¢ : X — Y, sodass ¢(X) =Y gilt.

Lemma 1.28. Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Riume und (Y, dy) vollstindig. Sei
7:5 C X =Y eine Isometrie auf einer dichten Teilmenge S von X. Dann besitzt T eine
eindeutige isometrische Fortsetzung 7 : X —'Y auf ganz X, d.h. T = 7 und

dy(7(x),7(y)) = dx(z,y) Va,yeX.

Analog lassen sich gleichmdf$ig stetige Funktionen auf thren Abschluss eindeutig gleich-
mdafsig stetig fortsetzen.

Beweis. Siehe Ubungen. O

Die Begriffe Lipschitz- sowie gleichméflige Stetigkeit lassen sich wie bereits in Analysis
2 auf metrischen Réumen definieren (siche Ubungen).

Satz 1.29. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gibt es eine Vervollstindigung, welche
bis auf einen isometrischen Isomorphismus eindeutig bestimmt ist.

Beweis. Man konstruiere die Vervollstandigung explizit. Sei C'x die Menge aller Cauchy-
Folgen in X. Wir fithren auf C'y folgende Aquivalenzrelation fiir = (2, )nen, ¥ = (Yn)nen
ein:

r~y & lim d(xg,ye) =0.

k—o0

Da (d(xy, Yn))nen eine reelle Cauchy-Folge ist, ist der Grenzwert tatséchlich wohldefiniert
und ~ eine Aquivalenzrelation auf C.
Betrachte den Quotientenraum Y := CX/N und definiere die Abbildung

dy : Y XY — [0,00) mit dy ([z], [y]) == kh_)rrolo d(xg, yr) Viz], [yl €Y.

Die Dreiecksungleichung garantiert dabei die Wohldefiniertheit von dy-, da die rechte Seite
nicht von der Wahl der Repréasentanten abhingt. Analog folgen die Metrikaxiome fiir dy .

13



1 STRUKTUREN 1.2 Metrische Raume

Fiir die Vollstandigkeit sei (2(™),en eine Cauchy-Folge in Y. Dann gibt es fiir jedes
n € N ein Cauchy-Folge ($1(€n))keN in X mit 2 = [(x;"))keN], d.h. insbesondere fiir ein 7,
1

d(z™ 2z < =
(o, a) <

i Vi,72> Jn.
Fir m,n € N folgt dann fiir j > j,, jm

d(xg-:), 3357:)) < d(wgz), xgn)) +d(x

(fiir j — 00).

Sei nun y € X die Diagonalfolge definiert durch v, := xgz), dann ist y eine Cauchy-Folge
in X, denn

1 1
d(ymym) < _+dY(x(n),x(m)) +——=0 (fllI‘ m,n — OO)
n m
Fiir n > j,, gilt aulerdem

d(a ya) < A, 25)) + d(af)) o) <

n Im
sodas die Folge (z(™),cy gegen [y] € Y konvergiert:
dy (™, [y]) = lim d(z™,y,) — 0 (fiir n, m — 00).
n—oo

Damit ist (Y, dy) vollstéandig.

Man definiere die Abbildung ¢ : X — Y mit

¢($) = [(ZL’,[L’,QS, .- )]7

d.h. ¢(x) ist die Aquivalenzklasse der konstanten Folge mit Wert 2 und definiert damit
eine Isometrie, welche insbesondere injektiv ist.

Man zeige nun, dass ¢(X) dicht in Y ist. Sei dazu = [(2),)nen] € Y. Dann gilt mit
der Cauchy-Eigenschaft der Folge (x,)nen in X

dy (z,p(xy,)) = lim d(xy,,z,) — 0 (fiir n, m — 00),
m—0o0

d.h. fiir alle z € Y und € > 0 findet man ein Z € X mit dy(z, ¢(Z)) < €.

Es bleibt nun nur noch die Eindeutigkeit der Vervollstandigung bis auf eine isometri-
sche Isomorphie zu zeigen: Dazu seien (Y, dy; ¢) und (W, dy ;1) zwei Vervollsténdigungen
von (X, dx). Dann ist die Abbildung

T:¢O¢_1Z¢(X)CY—>W

ebenfalls eine Isometrie definiert auf der dichten Teilmenge ¢(X) C Y. Nach Lemma 1.28
besitzt sie eine eindeutige isometrische Fortsetzung 7 auf ganz Y. Des weiteren ist das
Bild 7(Y) des vollstéindigen Raums Y abgeschlossen und, da das Bild ¢ (X) dicht in W
liegt, ist auch 7(Y) C W dicht. Zusammenfassend ist also 7(Y) = W, d.h. es gibt einen
eindeutigen isometrischen Isomorphismus zwischen ¢ und .

O
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1 STRUKTUREN 1.3 Normierte Raume

Bemerkung: Diese Konstruktion kann benutzt werden, um die Lebesgue-Raume LP(£2)
fir offenes @ C R™ zu definieren. In der Tat ist LP(2) isometrisch isomorph zu der
Vervollstandigung des Raumes C'(Q2) der stetigen Funktionen bzgl. der LP-Norm

1l = /vmww@>
Q

1.3 Normierte Riaume

Wichtige Beispiele von metrischen Rdumen mit Vektorraumstruktur besitzen eine Norm.

Definition 1.30 (Ana 2). Ein normierter Raum (X, || - ||) ist ein Paar bestehend aus
einem K—Vektorraum X und einer Abbildung ||-|| : X — [0, 0c0) mit den Eigenschaften

(N1) ||lzl=0 < z=0 (Definitheit)
(N2) VAdeKze X |[Ax| =\ |z (Homogenitét)
(N3) Va,y € X |z +y| <zl + |yl (Dreiecksungleichung)
Bemerkung:

(i) Eine Norm || - || induziert auf X eine Metrik d(x,y) = |z — y|| und somit auch

eine Topologie 7;. Eine Topologie, die auf einem Vektorraum definiert ist, heif3t
Vektorraum - Topologie und X heifit ein topologischer Vektorraum.

(ii) Eine Metrik d auf einem Vektorraum X definiert die Norm ||z|| = d(z,0) nur dann,
wenn fiir alle A € K und alle z,y, z € X gilt:

dAz,  y) = [N d(z,y) (Homogenitit)
dx+ z,y+ 2) = d(x,y). (Translationsinvarianz)

Beispiel 1.31 (Ana 2).

(a) (K™, ||-|l5) ist ein normierter K-Vektorraum fiir die Euklidsche Norm

n >
llly = (le#) :
i=1

(b) Sei K C K" eine kompakte Menge. Der Raum Cx(K) := {f : K — K| f ist stetig}
der stetigen Funktionen mit Werten in K ist versehen mit der Norm

£l = max| £(z)]

xe
ein normierter K-Vektorraum.

(c¢) Fir die Folgenrdume (7 fiir 1 < p < oo erfiillt die Abbildung || - ||, aus Beispiel 1.20
aufgrund der Minkowski-Ungleichung alle Eigenschaften einer Norm (siche Analysis
2).
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1 STRUKTUREN 1.3 Normierte Raume

(d) Sind (X, ||-]lx) und (Y, ]|-||y) normierte Rédume, so ist auch der Produktraum X xY
normiert fiir
Iz Plxxy = llzlx +ylly  VeeXyeV

Definition 1.32 (Banachraum). Ein normierter Raum (X, || - ||) heifit vollsténdig, falls
X als metrischer Raum mit der induzierten Metrik d(z,y) = ||z — y|| vollstéindig ist. Ein
solcher vollstédndiger normierter Raum heiffit Banachraum.

Beispiel 1.33.
(a) Die Beispiele 1.31 (a)-(c) sind Banachrédume. (Sieche Analysis 2)

(b) Sei K ein kompakter Raum. Man definiere den Raum der stetigen Funktionen
Cx(K):={f: K — K| f stetig},

wobei K = R oder C mit der Standardtopologie versehen ist. Nach Lemma 2.4 ist
Ck(K) ein Banachraum mit der Norm || f|| := max,ex | f(z)|. Dagegen ist Cx(K) fiir
Kompakta K C R mit der LP-Norm fiir 1 < p < oo unvollstindig.

(c) Sei (2,%, 1) ein Maraum und 1 < p < co. Dann sind die Lebesgue-Réume LP (€2, 1)
vollsténdig normiert. (Siche Hohere Analysis bzw. Satz 2.47)

(d) Falls (X, - [|x) und (Y;]| - |ly) Banach-Rdume sind, so ist auch der Produktraum
(X xY,|-llx +1 -]ly) ein Banachraum.

Da zwar nach Analysis 2 jeder endlich-dimensionale normierte Raum vollstandig ist,
aber nicht jeder normierte Raum, zieht man die zugehorige metrische Vervollstiandigung
in Betracht und erhalt

Korollar 1.34. Sei (X, ||-||) ein normierter K-Vektorraum und (Y, dy) die entsprechende
metrische Vervollstindigung aus Satz 1.29. Dann lisst sich aufY die Vektorraumstruktur
fortsetzen, sodass die Isometrie ¢ : X — Y K-linear ist, mit Norm ||ly|ly = dy(0,y).

Beweis. Aufgrund der Dreiecksungleichung sind die Addition + : X x X — X und die
Norm || - || : X — R Lipschitz-stetige Funktionen. Auflerdem ist die skalare Multipli-
kation - : K x X — X stetig und gleichméBig stetig auf beschriankten Teilmengen. Der
Beweis von Lemma 1.28 zeigt, dass die eindeutige Fortsetzbarkeit (gleichméfig stetig
auf beschriankten Teilmengen) auch in diesem Fall giiltig bleibt. Dies liefert eine Norm-
erhaltende Fortsetzung zu einem Banach-Raum. [

Bereits in Analysis 2 wurde die Aquivalenz von Normen bzw. der Satz von Bolzano-
Weierstra8 fiir endlich-dimensionale normierte K-Vektorrdume gezeigt. Ebenso folgte

Satz 1.35 (Heine-Borel). Sei (X, || - ||) ein endlich-dimensionaler normierter Raum und
A C X. Dann gilt

A ist kompakt < A ist beschrdankt und abgeschlossen.

Beweis. Siehe Analysis 1 und 2. m
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1 STRUKTUREN 1.4 Hilbertraume

Im Allgemeinen gelten diese Aussagen jedoch nicht, wie nachstehender Satz zeigt.
Dazu benotigen wir folgendes

Lemma 1.36 (Riesz’sches Lemma). Sei A C X ein abgeschlossener, echter Untervektor-
raum eines normierten K-Vektorraums (X, || - ||). Dann existiert fiir jedes 6 € (0,1) ein
g € X mit ||zg|| =1 und

|ltg —al| >1—10 VaeA

Beweis. Sei x € X \ A. Da A abgeschlossen ist, gilt

d = dist(z, A) = inf{||z — a|| | a € A} > 0,
denn sonst giibe es eine Folge (a,)nen in A mit ||z — a,|| — 0, d.h. x € A = A.
Mit d(1 — ) < d gibt es dann ein ap € A mit ||z — ag|| < d/(1 — 0). Definiere

T — Qg

Tg mit  ||zg| = 1,

= a

so folgt fiir beliebiges a € A wegen ag + || — aplla € A

1 d
2o — all = |IISU—(ae+|lﬂc’—aella)ll > >1-0.

|z — ag |z — aq|
]

In allgemeinen normierten Rdumen gibt es zwar keine Definition von Orthogonalitét,
jedoch liefert das obige Lemma ein fast orthogonales Element. In endlich dimensionalen
Réumen, wie beispielsweise R", ist dabei auch 6 = 0 zugelassen, wie man sich leicht in R"”
mithilfe des Einheitsvektors auf dem abgeschlossenen Untervektorraum A klar macht.
Abgesehen von dieser geometrischen Interpretation liefert das Lemma

Satz 1.37. Fir einen normierten K-Vektorraum (X, | - ||) sind dquivalent:
(1) dim X < oo.

(i1) B1(0) C X ist kompakt.

(i1i) Jede beschrinkte Folge in X besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Siehe Ubungen.

1.4 Hilbertraume

Eine weitere Struktur, welche geometrisch zur Lingen- und Winkelmessung benutzt wer-
den kann, ist das Skalarprodukt auf einem Vektorraum.

Definition 1.38 (Ana 2). Sei H ein K-Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf H ist eine

Abbildung (-,-) : H x H — K, welche folgende Eigenschaften fiir alle z,y,2z € H, A € K
erfiillt:
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1 STRUKTUREN 1.4 Hilbertraume

(S1) (z,24+ M\y) = (z,2) + Mz, ¥) (Linearitét im 2. Argument)
(52) (z,y) = (v, 2) (Symmetrie)
(S3) (z,2) >0 und (r,2) =0 < x=0 (Definitheit)
Das Paar (H, (+,-)) nennt man einen Prihilbertraum.

Fiir K = C ist das Skalarprodukt linear in der zweiten Komponente, aber antilinear
in der ersten, d.h. (Az,y) = A(z,y). Im reellen Fall ist das Skalarprodukt bilinear, d.h.
linear in beiden Argumenten.
Ein grundlegendes Resultat aus Analysis 2 ist die folgende

Lemma 1.39 (Cauchy-Schwarz Ungleichung). Sei (H, (-,-)) ein Prdhilbertraum. Dann
gilt
(@, 9)]” < (x,2)(y,y)  Va,yeH.

Beweis. Da die Ungleichung fiir y = 0 bereits erfiillt ist, sei 0.B.d.A. y # 0. Fiir ein
beliebiges o € K gilt

0< (v+ay,r+ay) = (z,2) +a(y,z) + a(z,y) + aa(y,y).

Setzt man o := —(y,z)(y,y) ! ein, so folgt

0< (z,2) = (y,2)(,9) " (w,x) — (y, )y, )" (@, y) + (2, 9)P(y,y) !
= (z,2) = 2/(z,y)*(y, )" + (=, ) (v, y) "
= (z,2) = |(z,y) P (y.y) "

]

Korollar 1.40 (Ana 2). Sei (H,(-,-)) ein Prahilbertraum. Dann definiert ||z|| := /(z, z)
eine Norm auf H.

Beweis. Es ist nur die Dreieckungleichung nachzuweisen. (N1), (N2) sind ganz klar. Fiir
x,y € H gilt

2 2 2
I+ ylI” = ll=[]” + ly[I” + 2 Re(z, y)
2 2
< [l ™+ llyll™ + 2 (2, )
< lll” + gl + 2zl Iyl = (Nl + Ny l)*

]

Definition 1.41 (Ana 2). Ein Prahilbertraum (H, (-,-)) heiit Hilbertraum, falls das
Paar (H, ||-||) mit der induzierten Norm ||z| := \/(x, x) ein Banachraum ist.

Beispiel 1.42 (Ana 2).
(a) Fir H = K" mit (z,y) := Y., Z;y; ebenfalls ein Hilbertraum.

(b) Der Folgenraum ¢* ist mit dem Skalarprodukt (z,y) := >, Tiy; ein Hilbertraum
nach den Ubungen.
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1 STRUKTUREN 1.4 Hilbertraume

(¢) Der Raum C([a,b]) fiir a,b € R, a < b versehen mit dem Skalarprodukt

(f.9) = / F@g(e) da

ist ein Prahilbertraum, aber kein Hilbertraum.

Hilbertraume besitzen mehr Struktur als Banachraume, z.B. ist die Maximumsnorm
auf R™ nicht skalarproduktinduziert, sonst miisste sie die folgende Parallelogrammiden-
titat erfiillen.

Lemma 1.43 (Parallelogrammidentitét). Sei (H, (+,-)) ein Prahilbertraum. Dann gilt fir
die induzierte Norm

lz +yl* + llz = ylI* =2 (l=]* + lyl*) -
Beweis. Mit den Rechnungen aus Korollar 1.40 erh&lt man

Iz + yllI* = llz]l* + lylI* + 2 Re (z, ),
Iz = yll* = llz]|* + lylI* — 2 Re (, ).

Die Addition der beiden Gleichung ergibt
lz+ yll* + llz — ylI* = 2 (l=]* + [lylI*) -
O]
Korollar 1.44. Sei (H,(-,-)) ein Prdhilbertraum. Dann ist die Vervollstindigung bzgl.
der von (-,-) induzierten Metrik ein Hilbertraum mit natirlicher Fortsetzung von (-, -).
Beweis. Nach Korollar 1.34 geniigt es die gleichméfBige Stetigkeit des Skalarprodukts auf

beschrankten Mengen zu priifen. Dies erfolgt analog zur skalaren Multiplikation. O]

In Prahilbertraumen ldsst sich der Begriff der Orthogonalitét einfithren und analog
zum Riesz’schen Lemma die Projektion auf eine abgeschlossene Menge untersuchen.

Definition 1.45. Eine Menge A C X eines K-Vektorraums heifit konvex, falls fiir jedes
reelle A € [0,1] und z,y € A gilt: \x + (1 — Ny € A.

Satz 1.46 (Projektionsabbildung). Sei (H, (-, -)) ein Hilbertraum und A C H eine nicht-
leere, abgeschlossene und konvexe Menge. Dann existiert genau eine Abbildung

P:H— A mit |x — P(x)|| = dist (A, z) = in£||a—x|| VoeH.
ac

Man nennt die Abbildung P Projektionsabbildung oder orthogonale Projektion von
H auf A.

Beweis. Fiir x € H definiere man d := dist (z, A) und wéhle eine Minimalfolge (x,,)nen
in A mit ||z — z,|| = d fiir n — co. Dann folgt mit der Parallelogrammidentitét

l|zn — mmHQ =z, —z+2— meZ

Ty + Ty,

2

<2 (Jlan — 2l? + o — 2]?) — 4-
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Nun ist %(:Bm + x,) € A als Konvexkombination und (z,),en ist eine Cauchy-Folge, denn
20 — 2ml* <2 (lzn — 2|” + || — 2]|?) —4d® =0 (fiir m, n — 00).

Da A C H als abgeschlossene Teilmenge eines vollstéindigen Raumes selbst vollstandig
ist, gibt es ein y € A mit x,, — y fiir n — co. Setze P(x) :=y.

Fiir die Eindeutigkeit nehmen wir an, dass v, 72 € A existieren, sodass

d =z =yl = llz =yl

Dann gilt fiir die Folge (z,)nen = (Y1, Y2, Y1, Y2, - - .) gerade ||z, — z|| — d fir n — oo.
Daraus folgt wie oben, dass (2,)nen eine Cauchy-Folge ist. Wahlt man € = £ [|y1 — y2]], so
folgt y1 = ys. O]

Im weiteren Verlauf wird sich zeigen, dass diese Minimierungsaufgabe auch in be-
stimmten Banachrdumen losbar ist. In einem Hilbertraum lésst sich die Lésung des obi-
gen Variationsproblems wie folgt geometrisch iiber den Winkel charakterisieren (beachte
dabei den Kosinussatz).

Lemma 1.47. Sei (H, (-, -)) ein Hilbertraum und A C H eine nicht-leere, abgeschlos-
sene und konvere Menge. Dann ist fir x € H und die zugehdrige Projektionsabbildung
dquivalent:

(i) llz = P(z)]| = infaca [la — x|
(ii)) Re(z — P(z),a — P(z)) <0 VaeA.
Beweis. Es sind stets a, P(z) € A fiir jedes z € H.
(i) = (ii): Sei A € (0, 1]. Da A konvex ist, gilt ((1 — \)P(z) + Aa) € A und folglich

lz = P(@)* < [l = (1 = M) P(x) + Aa) ||*
= [z = P(x) = Aa — P(x))|"
= ||z = P(@)[I* = 2 Re (z — P(x),A (a — P(x))) + A (a — P(x))|*.

Division durch A > 0 ergibt

Re (z — P(z),a — P(z)) <

| >

la = P(@)[* ¥ A0, 1].
Fiir A — 0 folgt die Behauptung.
(ii) < (i): Fiir jedes a € A ist

|l — al® = || (z = P(z)) + (P(z) — a) ||”
= ||z — P(2)||* + 2 Re (x — P(x), P(x) — a) + |P(z) — a?
> ||z — P(x)]*.

Hieraus folgt ||z — P(x)| < in£ |z — al|.
ac
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Ein wichtiger Spezialfall ist das folgende

Korollar 1.48 (Projektion auf Unterrdume). Sei (H,(-,-)) ein Hilbertraum und 'Y C H
ein abgeschlossener Unterraum. Dann existiert genau eine Abbildung P : H —'Y mit

|lx — P(x)| = dist (z,Y).
Die Abbildung P ist linear und dquivalent charakterisiert durch
(x — P(x),y) =0 VYyeY. (1.1)

Beweis. Aus Satz 1.46 folgt die Existenz und Eindeutigkeit von P und es gilt die Cha-
rakterisierung

Re (z — P(z),a — P(z)) <0 Va€eY. (1.2)

Wiéhle a = P(x) £iy und a = P(x) £y und man erhélt (1.1). Umgekehrt impliziert (1.1)
immer (1.2) mit y = a — P(z) €Y.
Fiir die Linearitét seien z1,2, € H und A € K. Aus (1.1) folgt

(21 + 22 — (P(z1) + P(22)),y) =0= (Az; — AP(z1),y) VyeY.

Aus der Eindeutigkeit folgt nun P(z1) + P(z2) = P(x1 + x3) und P(Azy) = AP(zy). O

Definition 1.49. Sei (H,(-,-)) ein Hilbertraum
(i) Zwei Elemente x,y € H heien orthogonal, falls (z,y) = 0.

(ii) Eine Familie e = (e;);e; (wobei I hochstens abzihlbar sei) heifit Orthogonalsys-
tem, wenn fiir alle k,[ € I gilt e # 0 und

(exser) = ller]|*dn-
Falls |lex|| = 1 fiir alle k € I, heiBt ¢ Orthonormalsystem (ONS).

(iii) Ein Orthonormalsystem e heifit Orthonormalbasis (ONB), wenn die lineare Hiille
von e dicht in H liegt, d.h.

span{e; | k € N} = H.
Eine Anwendung von Satz 1.46 ist die orthogonale Projektion geméfl

Satz 1.50. Sei (H,(-,-)) ein Hilbertraum und A C H ein linearer, abgeschlossener Un-

terraum. Dann st
At ={z e H|(r,a) =0 Yac A}

ein linearer, abgeschlossener Unterraum von H wund jedes z € H ldsst sich eindeutig
schreiben als
z=x+y mit x € Aye At

d.h. H= A® A*+. Dabei heifit A+ das orthogonale Komplement von A.
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1 STRUKTUREN 1.4 Hilbertraume

Beweis. Dass At ein abgeschlossener Untervektorraum ist, zeigt die Stetigkeit des Ska-
larprodukts. Fiir z € H sei « = P(z) € A die Projektion auf A aus Korollar 1.48 und
y = z — x. Wir zeigen zunichst y € A*:
Sei A € C und a € A beliebig sowie d = ||y|| = ||z — z||. Da = das Variationsproblem 16st,
gilt

d* < ||z = (Aa+2)|* = ly — Aal]® = & — 2 Re (y, Aa) + [A]*[la]®

und somit

2 Re (y, Aa) < [Af*[|al? vieC.
Schreibe nun A = re™ fiir r, 0 € R, mit e (y, a) = |(y,a)|. Dann folgt
2rl(y, @)l <r?llal®  VreR,,

d.h. (y,a) = 0 fiir jedes a € A und somit y € A*.
Falls es zwei verschiedene Zerlegungen

Z2=x14+y1 =22+ Yo fiir:cieA,yieAL
gibe, dann ist z; — 2o = y» —y1 € AN AL = {0}. O

Eine Verallgemeinerung des Satzes von Pythagoras ist

Lemma 1.51 (Bessel’sche Ungleichung). Seiey, ..., e, ein endliches Orthonormalsystem
eines Prahilbertraums (H, (-,-)). Dann gilt:

0< fal® = |(wen)]’ =
i=1

Beweis. Fiir aq,...,q, € K gilt:

T — g Q;€;

n

T — Z(x,ei)ei

=1

- <dist (z,span{ey, ... 76"})>2'

2 n

= ||"L‘||2 Z(m 67;) oy — Z €i, T az + Z |sz|2

i=1
= [|l=|* - le € |2+Z|x6z

Die rechte Seite wird fiir a; = (, ¢;) minimal und das Minimum ist gegeben durch

n
lz)® =D I, e)?
i=1

0<

]

Lemma 1.52. Sei (H,(-,-)) ein Hilbertraum und (ex)ren ein Orthonormalsystem. Sei
() ken eine Folge in K. Dann gilt:

(i) 3 apey ist konvergent in H < Y |ag]? < oo.
k=1 k=1
Im Falle Y, |ag]* < oo gilt auferdem
k=1

2 0o
=2l
k=1
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1 STRUKTUREN 1.4 Hilbertraume

(i1) Wenn die Reihe > agey konvergiert, dann ist der Grenzwert unabhingig von der
k=1
Summationsreihenfolge, d.h. die Reihe konvergiert unbedingt.
Beweis. (i) Siche Ubungen.

(ii) Sei ¢ : N — N eine Bijektion. Dann gilt fir n € N

n 2 n
2
D aswesw| = D loswl”
k=1 k=1
Da z := Y apep konvergiert, ist die Koeffizientenfolge (ax)ren € ¢* quadrat-

k=1
summierbar. Folglich ist nach den Umordnungssétzen aus Analysis 1

o0 o0
D agml? =D laxl* = ||z)* < oo
k=1 k=1

Nach (i) konvergieren damit die Reihen = und y := > ag)€sn)-
k=1
Es bleibt x = y zu zeigen. Offensichtlich ist

lz = yl* = llyl* + [l[|* — 2 Re (w,9) = 2> |aw|* — 2 Re (,y).
k=1

Andererseits gilt aufgrund der Stetigkeit des Skalarprodukts

(z,y) = n}?}gloo <; ey, ; %(k)%(kz)) -

Wiéhle nun fiir fixes m € Nein n,, € Nso grof}, dass {¢(1),...,¢(m)} C {1,...,nn}.
Dann folgt die Behauptung fiir n, m — oo, denn

- - ONS “ >
(Zakek,ZwW“) = g = D el
k=1 k=1 k=1 k=1

]

Satz 1.53. Sei (H,(-,-)) ein Hilbertraum und (e,)nen ein Orthonormalsystem in H.
Dann sind die folgende Aussagen dquivalent:

(1) (en)nen ist eine Orthonormalbasis in H.

o

(1) =) (ex,x)ex, Yx € H
k=1
(iii) ||z]|? = > (e, 2)|> Vo € H (Parseval’sche Gleichung)
k=1

() Firxz e H mit (ex,z) =0 fir alle k € N folgt x = 0.
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1 STRUKTUREN 1.4 Hilbertraume

Beweis. (i)=-(ii): Sei z € H, dann gibt es aufgrund der Dichtheit Elemente
T, = Zankek — T (fiir n — 00).
k=1

Fiir n,m € N mit m > m,, folgt dann wegen der Bessel’schen Ungleichung

T — Z(ek,x)ek

k=1

= dist(z, span{ey, ..., en})

< dist(z,span{ey, ..., em, }) < ||z — x|
(ii)=-(iii): Dies folgt aus Lemma 1.52.

(iii)=(iv): Mit (iii) folgt ||z]|* = 3. |(ex, x)|>* = 0, d.h. z = 0.
k=1

(iv)=(i): Sei M = span{e; | k € N}. Wiare M # H, so gibt es ein ohne Einschriankung
normiertes * € H \ M mit ||z]| = 1. Wegen Satz 1.50 ist H = M & M* und

x € M+\ {0}, dh. (z,e,) = 0 fiir alle k¥ € N und nach (iv) z = 0.
[l

Satz 1.54. Sei (H,(-,-)) ein unendlich-dimensionaler Hilbertraum. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) H ist separabel.

(i1) H besitzt eine Orthonormalbasis.
Gilt eine der beiden Aussagen, so ist H isometrisch isomorph zu (2.
Beweis.

(i) = (ii): Wir konstruieren eine ONB nach dem Gram-Schmidt-Verfahren (analog zur
Linearen Algebra):
Sei E C H abzidhlbar und dicht in H, etwas E = {y, | n € N} als Folge gegeben.
Definiere induktiv z; :=y; (0.E. y; # 0) und

2k = Ypn, mit np =min{n € N| z1,..., 2x_1,yn linear unabhingig} > k.
Dann ist auch E C J, oy Hy fiir
Hy :=span{z,..., 2z} mit dim(Hy) =k,

d.h. die linear unabhéngige Teilfolge (zx)ren liegt ebenfalls dicht in H.
Fiir die Orthonormalisierung setze e; := ”j—hl und definiere induktiv

n

mit én—l—l = Zn41 — E (Zn—l—l; ek) €k fiir Zn+1 € Hn+1 \ Hn‘
k=1

en—i—l

e =
" lenll

Man sieht leicht, dass (e,)nen ein Orthonormalsystem von H ist. Auflerdem ist
H, =span{ey,...,e,} und span{e, | n € N} liegt ebenfalls dicht in H, d.h. (e,)nen
ist eine ONB.
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1 STRUKTUREN 1.4 Hilbertraume

(ii) = (i): Sei (ex)ren eine ONB von H. Fiir jedes n € N ist

A, = {i 0L

o € Krational fir 1 <k < n}
k=1

abzahlbar, wobei wir im Fall K = C rationale oy, € Q + iQ meinen. Mit
A, =span{e, | 1 <k <n}

ist A, separabel und folglich auch der Abschluss (J, .y An der abzéhlbaren Verei-

nigung. Da jedoch die Dichtheit der linearen Hiille der ONB gerade H = |,y An
impliziert, ist auch H separabel.

Sei (€, )nen eine Orthonormalbasis von H. Man definiere
o0
607 = X, a»—)Zakek.
k=1

Aus Satz 1.53 folgt nun, dass ¢ eine Isometrie zwischen ¢2 und H ist und aus der Definition
einer Orthonormalbasis folgt die Surjektivitét. m

Im endlich-dimensionalen Fall ist jeder Hilbert-Raum H separabel, besitzt nach Li-
nearer Algebra ebenso eine Orthonormalbasis und ist isometrisch isomorph zu K™,

Beispiel 1.55. (a) Fiir den Folgenraum ¢? ist die Menge der Einheitsvektoren (e)ren
eine Orthonormalbasis, wobei

er = (1,0,0,0,...), es=(0,1,0,0,...), e5 = (0,0,1,0,...), ...

(b) Fiir den Lebesgue-Raum L?([—1,1]) mit dem Skalarprodukt aus Beispiel 1.42 (c) sind
beispielsweise die Legendre-Polynome (P, ),en, mit

am+1\"* 1 ar R
P,(x):= ( 5 ) Sl dan (% —1) fir x € [-1,1]

eine Orthonormalbasis.
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2 FUNKTIONENRAUME

2 Funktionenriume

In diesem Kapitel werden die wichtigsten Funktionenrdume der Analysis tiefergehend stu-
diert und elementare Eigenschaften aus Kapitel 1 hergeleitet.

Neben den klassischen stetigen sowie differenzierbaren Funktionen werden wir die Lebes-
gue-Raume der Hoheren Analysis nochmals rekapitulieren und die verallgemeinerte Dif-
ferentiation in sogenannten Sobolev-Raumen untersuchen. Diese Rdume sind dabei fun-
damental fiir die Losungstheorie partieller Differentialgleichungen wie wir sehen werden.

2.1 Beschriankte und stetige Funktionen

Definition 2.1. Sei X eine Menge und (Y, || - ||) ein normierter Raum. Man definiere den
Raum der beschrankten Funktionen B(X,Y’) durch

B(X,Y):={f:X = Y | f(X) ist beschréankte Teilmenge von Y}.

Dieser ist mit (f1 + f2)(z) = fi(z) + fo(z) und (af)(z) = af(x) ein Vektorraum mit
Norm
sy == 1l = sup L

Lemma 2.2. Sei X eine Menge und (Y, || - ||) ein Banachraum. Dann ist B(X,Y) mit
der Norm || - ||gx,y) ein Banach-Raum.

Beweis. Die Norm-Eigenschaften sind klar. Zum Beweis der Vollstéandigkeit sei (fy,)nen
eine Cauchy-Folge in B(X,Y). Dann folgt in Y

[fm (@) = @) < [[fn = fiulloo =0 (fiir m,n — o0)

und die Vollstéandigkeit von Y liefert fiir jedes x € X einen Grenzwert, mit welchen wir
eine Funktion f: X — Y mit f(z) :=lim, fu(z) in Y definieren kénnen. Wegen

1f(x) = fal@)l = lim | fn(2) = fu(2)[} < liminf{|frn — falleo

ist f ebenfalls beschriankt, d.h. f € B(X,Y). Aulerdem folgt damit die Konvergenz
fu— fin B(X,Y):

1f = fulloo < lminf||f, — fulle =0 (fiir n — 00).
m—0o0
]

Offensichtlich ist B(X,Y) der grofite Funktionenraum, auf welchem die Supremums-
norm || - ||oo definiert ist. Wichtige Untervektorrdume sind

Definition 2.3. Sei X ein topologischer Raum und (Y, |- ||) ein normierter Raum. Dann
definiert man den Raum der stetigen Funktionen

C(X,)Y):={f: X =Y | fist stetig}.

Im Fall Y = K schreibt man auch Cx(X) = C(X,K) bzw. im reellen Fall vereinfacht
C(X)=C(X,R).

Als wichtige Spezialfiille seien die Rdume der beschréankten stetigen Funktionen

Cy(X,Y) = C(X,Y) N B(X,Y)
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2 FUNKTIONENRAUME 2.1 Beschrédnkte und stetige Funktionen

und die stetigen Funktionen mit kompaktem Trager

C(X,Y):={f e C(X,Y) | supp f ist kompakt}

definiert, wobei supp f := {x € X | f(z) # 0} den Tréger von f bezeichnet.

Lemma 2.4. Sei X ein topologischer Raum und (Y, || - ||) ein Banachraum. Dann ist
Cy(X,Y) ein Banachraum mit der Norm || - |- Ist K C K™ kompakt und Y =K, so ist
(Cx(K), || - ||loo) €in Banach-Raum und es gilt

[fllee = sup [f(2)] = max|f(z)] ¥V fe Cr(K).
zeK ze

Beweis. Nach Lemma 2.2 geniigt es fiir die Vollstdndigkeit zu zeigen, dass Cy(X,Y) ein
abgeschlossener Untervektorraum von B(X,Y') ist. Sei also (f,,)nen eine konvergente Folge
mit Grenzwert f € B(X,Y). Wir zeigen mittels gleichmaBiger Konvergenz, dass auch f
stetig ist:

Zu ¢ > 0 findet sich ein n € N mit [[f — fu|lc < 5 und sei 2y € X beliebig. Dann gibt
es aufgrund der Stetigkeit von f,, eine Umgebung U von o mit || f,(2) — fu(wo)|| < § fiir
alle z € U. Damit ist fiir € U ebenfalls

1 () = fxo)ll < 1f () = fal@)l| + [[fa(2) = fulzo)ll + [Lfn(z0) — f (o)l
< 2f = fallo + [1fn(2) = fulzo)|| <&

Sei nun f € Ckx(K) fiir ein Kompaktum K C K". Wir zeigen, dass dann f beschriankt
ist und das Supremum und Infimum angenommen wird. Mit oben Gezeigtem folgt dann
die Behauptung.

Fiir jedes x € K gibt es wegen der Stetigkeit von f eine offene Umgebung U, von x mit
f(U,) C Bi(f(z)), wobei By(f(x)) die offene Kugel mit Radius 1 um f(x) ist. Betrach-
tet man die Uberdeckung U,erx Uz = K, so gibt es aufgrund der Kompaktheit endlich
viele solcher Umgebungen U, , ..., U,, , die bereits K {iberdecken. Dies impliziert, dass f

beschrankt ist:

sup | f(v)] = max sup |f(z)| < max ([f(z;)]+1) < o0.
zeK i=1,...,n 2€Us, =

Sei nun (z,)nen eine Maximalfolge in K, d.h.

[f(@n)l = sup [f(y)] =25 (fiirn = o).

Da K kompakt ist, besitzt die Folge (z,)n,en nach Satz 1.25 eine konvergente Teilfolge
mit Grenzwert x € K. Die Stetigkeit von f impliziert dann f(x,,) — f(z) fiir & — oo.
Die Eindeutigkeit von Grenzwerten in (K, | - |) liefert | f(z)| = s. In dhnlicher Weise zeigt
man, dass das Infimum angenommen wird. O]

Da stetige Funktionen auf kompakten Mengen beschrankt sind, ist Cx (K') ein Banach-
Raum. Funktionen in C.(X,Y’) sind ebenso beschrinkt, d.h. dieser Raum ldsst sich mit
der Supremumsnorm || - || p(x,y) normieren, allerdings ist der im Allgemeinen nicht abge-
schlossen in Cy(X,Y’), d.h. nicht vollstandig.

Falls 2 C R”™ offen ist, gibt es stetige Abbildungen f : {2 — Y, welche nicht beschrankt
sein miissen. Im allgemeinen lésst sich der Raum C(€2,Y") daher nicht normieren. Aller-
dings kann der Raum C(£2,Y") mit einer Metrik versehen werden:
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2 FUNKTIONENRAUME 2.1 Beschrédnkte und stetige Funktionen

Definition 2.5.  C R" habe eine kompakte Ausschépfung (K,,)men, falls es kom-
pakte Mengen K, C R" gibt mit

(1) 0# Ky CKpp CQfirmeN mit Q= K-

(2) z€Q = Bs(r)NQ C K, fiir ein 6 > 0 und m € N.

Beispiel 2.6.

(a) Sei Q = [-1,1] und K, := {0} U [1,1] U [-1, =] fiir m € N. Dann erfiillt K, (1)
jedoch nicht (2), denn fiir 0 € 2 existiert kein 6 > 0, sodass Bs(0) N Q2 C K, fiir ein
m € N. Q besitzt jedoch eine kompakte Ausschopfung K = €.

(b) Fiir jede offene Menge Q2 C R™ existiert eine solche Sequenz (K,,)men, etwa

Ko = o € Q] dist (2, R\ Q) > L Ja] < m}.

Satz 2.7. Sei Q C R" offen, (K;)ien eine zugehirige kompakte Ausschipfung. Definiere
fir f € C(Q,Y) auf einem normierten Raum (Y, || - ||)

o o = i f—gli
Fli=swp lf@] wnd d(f,g) =3 27" re

zeK; i=1

Dann ist [-]; eine Halbnorm auf C(Q,Y) und d eine Metrik, die sogenannte Frechet -
Metrik. IstY ein Banachraum, dann ist (C(Q,Y),d) vollstindig.

Beweis. Dass d eine Metrik ist, folgt aus den Ubungen. Sei ( fj)jen eine Cauchy-Folge
bzgl. d. Dann ist aufgrund der homéomorphen Funktion ¢ fiir jede Metrik

di(f9) =[f—-9gli VfgeCK,Y)

(fj)jen eine Cauchy-Folge bzgl. d;. Wegen der Vollsténdigkeit von C(K;,Y) existiert ein
gi € C(K;,Y), sodass
i (sup 1£,2) ~ 9(2)]) =0

J—00 \ zeK;
Wegen K; C K,y sieht man, dass fiir & < i gerade g, = ¢i|k, gilt. Also kann man
g: X — Y durch
g(x) = gi(x) firzeK;
definieren und erhalt lim; .. d;(f;,9) = O fiir jedes ¢ € N. Dann gibt es zu € > 0 ein
N € N, sodass 2% < 5 und ein jo € N mit

di(f;,9) < Y j>jo, i €{l,...,N}.

N |

Dann ist fiir 5 > jg

N 00
d(fj,g):Z—,—]vL _i—]<_+_N<E’
N1 201+ dz(f];Q) 2 2
Dies impliziert d(f;,g) — 0. Die Stetigkeit von g folgt aus der Stetigkeit von g|x,, denn
fiir jedes x € €2 gibt es eine offene Kugel in einer der Ausschépfungsmengen K. m
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Bemerkung: Man kann zeigen, dass es auf C(£2,Y) keine Norm gibt, die die gleiche
Topologie erzeugt wie die Metrik d. Fiir offenes 2 C R" konnen nédmlich Funktionen aus
C(€, R") beliebig bis zum Rand der Menge Q anwachsen, z.B. z — ez in C(0,1).

Im Folgenden werden wir die Approximierbarkeit stetiger Funktionen genauer studie-
ren. Das Analogon zur Einheitsbasis in R” ist die folgende Zerlegung der Eins:

Satz 2.8. Sei (U;)ie;r eine Familie nicht-leerer, offener Mengen U; C R™ mit
icl
Dann gibt es eine Funktionenfolge (ng)reny mit folgenden Eigenschaften:
(i) np : U — [0,1] erfillt n, € C>(U).

(i) Zu jedem k € N gibt es ein i, € I milt kompaktem Trager suppne C U, d.h.
(11i) Jedes x € U besitzt eine offene Umgebung, auf der alle bis auf endliche viele ny
tdentisch Null sind.

(iv) Fiir jedes x € U gilt

an(x) = 1.

keN

Die Folge (ny,)ren heifit eine zur Uberdeckung (U;)ier zugehirige Partition der Eins.

Beweis. Da U C R" offen ist, lasst sich analog zur kompakten Ausschopfung aus Beispiel
2.6 firmeN
Ky = {z € R" | dist (z, R"\ U) > L |z| < m}

definieren. Dann ist K, kompakte Teilmenge von U mit

U = U K, sowie K, C }O(mH.

meN

Setze K_; = Ky = (). Dann i§t [O(mH \ K,,—o fiir jedes m € N eine offene Menge, welche
die kompakte Menge K., \ K,,_1 enthélt. Da auch jedes U; offen ist, gibt es fir jedes
r € K, \ K,,_1 eine abgeschlossene Kugel und ein r, > 0,4, € [ mit

Brz (:U> - (Io(vm‘i’]- \ Kmfz) N Ula:
Betrachtet man nun die offene Uberdeckung von K, \ K,,_; mit diesen Kugeln B, (z),

so liefert eine endliche Teiliiberdeckung offene Kugeln {B,,(z;)} ™ mit

Nm

Km \ f(m—l C U Bn(l‘z) C Rm-{—l \ Km—Q

i=1

wobei jeweils B,,(z;) C U, fur ein j; € I enthalten ist. Fiir jedes m € N erhilt man
somit endlich viele offene Kugeln, welche nach Durchnummerierung die abzéhlbare Folge
(Vi )ken mit folgenden Eigenschaften liefert:
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2 FUNKTIONENRAUME 2.1 Beschrédnkte und stetige Funktionen

Fiir jedes k € N gibt es ein ¢ € [ mit Vi C U;, d.h. (Vi)gen ist eine Verfeinerung der
Uberdeckung (U;);e;. Die Kugeln iiberdecken U gemé8

U Vi = U (Km\f(m—l) =U.

keN meN

AuBlerdem trifft jedes K, nur endlich viele Vk_.Da jedes x € U in einem K liegt, besitzt
es eine Umgebung, die nur endlich viele der Vj, trifft, d.h. (Vj)gen ist lokal endlich.
Nun zur Konstruktion der glatten Funktionen 7. Die Funktion

e /T x>0,

Ry =R, z+—
YRy + {O r <0

ist nach Analysis 1 unendlich oft differenzierbar. Jede abgeschlossene Kugel V;, lisst sich
als B,, (zx) darstellen und die Funktion
lbk 'R — [07 1]7 T = ¢(T13 - H.Z‘ - ka2>

hat kompakten Triger supp(¢y) = Vi, d.h. (i) und (iii) sind erfiillt. Definiere zur Nor-
mierung

Uk
M= U —=10,1],
ZkeN Uk
wobei die Summe stets endlich ist. Damit folgen (i) und (iv). O

Korollar 2.9. Sei K C R" kompakt und (U;)™, eine endliche offene Uberdeckung von
K. Dann gibt es eine endliche Zerlegung der Eins, d.h. n; € C*(U;,[0,1]) firi=1,...,m
mit

Zm(m)zl VrekK.
i=1

Gibt es eine offene Menge 2 C R™ mut K C €2, dann existiert eine Abschneidefunktion

Beweis. Siehe Ubungen. [

Satz 2.10. Sei X C R" kompakt und (Y,|| - ||) ein separabler Banachraum. Dann ist
C(X,Y) mit der Norm || - ||s auch separabel.

Beweis. Man konstruiere fiir jedes § > 0 eine abzdhlbare Menge s C C(X,Y) mit
folgender Eigenschaft:

VfeC(X,Y),e>0 36 >0und f, € Xs, sodass ||f — fs5]l < €. (2.1)

Dann ist auch

E::UE%

keN

abzdhlbar und aus (2.1) folgt, dass ¥ dicht in C'(X,Y) ist. Dies zeigt, dass C(X,Y)
separabel ist. Man konstruiere nun >s:
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Da X (prd)kompakt ist, gibt es fiir jedes 6 > 0 eine entsprechende 5-Uberdeckung, d.h.

es gibt xq,..., 25, € X, sodass
ks

X c | Bs(x).
i=1
Wiéhle nach Korollar 2.9 eine zugehorige Zerlegung der Eins, d.h.

Zni(x)zl VeeX und ;=0 auf R"\ Bs(x;), 1=1,..., ks

i=1

Sei D C Y eine abzihlbare dichte Teilmenge von Y. Man definiere die abzdhlbare Menge

ks
gzng fiir QED}.

i=1

Zg:z{g:X—>Y

Es bleibt (2.1) zu verifizieren. Sei dazu f € C'(X,Y) und € > 0. Die Kompaktheit von X
impliziert, dass f gleichméfig stetig ist, d.h. es gibt ein d; > 0, sodass gilt

£ :
If@) = fWll <35 VYayeX mit -yl <3

Weihle 9, sodass 0 < § < 07, und g; € D mit

Do M

loi = f(@:)]l <

und definiere g € ¥5 mit
ks
g(z) = oimi(x)
i=1

Wegen n;(z) = 0 fiir |z; — | > §; erhélt man fir alle x € X

I1f (2 H<ZW i) || mi(x +ZW% oill m(z) <e

]

Wihrend obiger Satz eine qualitative Aussage macht, lassen sich im Spezialfall fiir
Ck(K) auf einem kompakten Raum K mit nachfolgendem Satz abzihlbar dichte Teil-
mengen testen.

Definition 2.11. Sei K ein kompakter Raum. A C C(K) heifit eine Unteralgebra von
C(K), falls A ein linearer Unterraum ist und mit f,g € A auch f - g € A gilt. Man sagt,
dass die Unteralgebra A die Punkte von K trennt, falls fiir alle z,y € K mit x # y ein

f e Amit f(z) # f(y) existiert.

Beispiel 2.12.

(a) Betrachtet man den Vektorraum R? mit der komponentenweisen Multiplikation ist
eine Algebra, welche nur die Unteralgebren

R? {(z,2) | x € R}, {(2,0) | 2 € R}, {(0,z) |z € R} und {(0,0)}

besitzt.
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(b) Sei K C R™ kompakt und A die Menge aller reellwertigen Polynome, d.h.

A=<p: K >R p(x):ZaaxaﬁireinnENoundaaE]R ,

aeNg, la|<n

wobel Multiindex-Schreibweise
n
n o « o
a=(ag,...,ap) €Nj, a| = E ap, ¥ =aft-.an.
k=1

benutzt wurde. Dann ist A eine Unteralgebra von C(K), welche die Punkte in K
trennt.

(c) C(K) ist selbst eine Punkte trennende Unteralgebra von C'(K).

Korollar 2.13. Sei K ein kompakter Raum. Dann separiert Cx(K) die Punkte von K,
d.h.
Ve,ye K mitx #y 3 f € Cx(K) mit f(x) # f(y).

Beweis. Seien x,y € K, x # y. Da K hausdorft’sch ist, findet man zwei offene Umgebun-
gen Uy, Uy von x bzw. y mit U,NU, = (. Nach Lemma 1.15 existieren dann abgeschlossene
A BC Kmit ACU,, BCU,und xz € A, y € B. Insbesondere ist AN B = (). Nach Satz
1.18 existiert ein f € Cx(K) mit f(z) =0 und f(y) = 1. O

Um den nachstehenden allgemeinen Satz von Stone-Weierstrass zu beweisen, benctigen
wir folgenden Spezialfall.

Lemma 2.14. Die Betragsfunktion | - | : [—1,1] — R lasst sich gleichmaf$ig durch Poly-

nome approzimieren. Genauer gilt: Zu jedem € > 0 gibt es ein Polynom p : [-1,1] - R
mit p(0) =0 und
ma — <e.
max [la] = p(x)

Beweis. Nach Analysis 1 konvergiert die Taylorreihe der Funktion f : [0,1] — R mit
f() = (1 —t)'/2 gleichmiBig und stellt f auf diesem Intervall dar:

0= ()

Damit gibt es fiir jedes € > 0 ein Taylorpolynom 7" : [0, 1] — R mit

€
a:rg[%,)f] | f(z) — T(w)} <3
Substituiere t = 1 — 22, so folgt die Aussage fiir p(z) := T(1 — z*) — T(1) mit p(0) =0
und

max ||z] — p(z)| < max |f(1—2%) —T(1—2%)|+[T(1)] <e.
z€[—1,1] z€[-1,1]

32



2 FUNKTIONENRAUME 2.1 Beschrédnkte und stetige Funktionen

Satz 2.15 (Stone-Weierstrass). Sei K ein kompakter Raum und A eine Unteralgebra von
C(K), die die Punkte von K trennt. Dann gilt entweder

A=C(K)
oder es existiert ein xog € K, sodass

A={f € C(K) | f(xo) = 0}.

Beweis. Aus den Ubungen folgt, dass mit A auch A eine Unteralgebra ist und mit f, g € A
auch |f|, max{f, g}, min{f, g} € A gilt. Sei nun f € C'(K). Wir behaupten, dass gilt:

Veye K Jgy€A mit gy ()= f(2), gu(y)=fly) =  feA (22
Zum Beweis sei € > 0 beliebig und z,y € K,z # y und definiere zu obigem g,, € A
U :={z€ K| f(2) > guy(z) —c} und U :={z€ K| f(2) < guy(2) +¢}.
Dann ist z,y € UL” und fiir festes y € K bildet |, () UL eine offene Uberdeckung
der kompakten Menge K. Folglich gibt es endlich viele x4, ..., z,, € K, x; # y. Setze
Gy = max{ o1y, Jary} € A,

dann gilt f < g, +¢in K und f > g, — ¢ auf dem Schnitt V,, := (L, UZ.
Auf dieselbe Weise ist Uy6 i Vy eine offene Uberdeckung von K und es gibt eine endliche
Teiliiberdeckung zu 1, ...,y € K. Definiere

g =min{g,, ..., g, €A,

so ist ||f — g]lec < &, d.h. auch f € A, da A abgeschlossen ist.

Seien nun z,y € K mit x # y und setze B := {(f(z), f(y)) | f € A} C R% Dann
ist B auch eine Unteralgebra von R? und B stimmt nach Beispiel 2.12 mit einer der
Unteralgebren

R? {(x,z) |z € R}, {(2,0) | » € R}, {(0,2) | z € R} oder {(0,0)}

tiberein. Da A Punkte in K trennt, kann B nicht mit {(z,z) | x € R} oder {(0,0)}
{ibereinstimmen. Wire B = R?, so ist nach eben bewiesener Behauptung (2.2) und Satz
1.18 gerade A = C(K). In den iibrigen beiden Fillen gibt es aber ein zy € K mit f(z¢) = 0
fiir alle f € A und es folgt wiederum

A={f € CK) | f(x0) = 0}.
O

Beispiel 2.16. (a) Da die Menge aller Polynome aus Beispiel 2.12 (b) konstante Funk-
tionen enthélt, kann A = {f € C(K) | f(x¢) = 0} nicht gelten. Das heifit jede stetige
Funktion in C'(K) lasst sich durch Polynome approximieren.

(b) Analog lasst sich zeigen, dass die Menge der trigonometrischen Polynome

A:{p:R—HR

p(z) = Z ag sin(kx) + by, cos(kz) fiir ein n € Ny, ag, by, € R}

k=0

eine dichte Unteralgebra von Cor(R) := {f € C(R) | f(0) = f(2m)} bzgl. || - || ist.
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Fiir Funktionen auf offenen Teilmengen €2 C R"™ definiert man den Begriff Differen-
zierbarkeit analog zur Analysis 2:
Sei f:Q — Kund eq,...,e, die Standardbasis des R". Existiert der Limes

o flathe) = fz)

8’Lf(x) T }lli)r(l) h )
so heifit 0; f(z) die partielle Ableitung von f nach x in Richtung e¢; = (0,...,1,...,0).
f 2 — K heiflit partiell differenzierbar, falls alle partiellen Ableitungen in allen

Punkten existieren und stetig differenzierbar, falls diese zusétzlich stetige Abbildungen
von () nach K definieren. Der Gradient von f in x ist definiert durch:

Vi(x) = (01f(x),....0nf(x)).

Fiir m > 2 heifit f : Q@ — K m-mal stetig differenzierbar, falls 9;,0,, ... 0;, f fiir alle
Indizes iy, ..., € {1,...,n} und k < m existiert und eine stetige Abbildung von 2 nach
K ist (diese hdngen nicht von der Reihenfolge der einzelnen partiellen Ableitungen ab).
Verwendet man Multiindex-Schreibweise, so ist fiir o = (a, ..., q,) € N

9°f = 001052 - Oen f

Definition 2.17. Sei 2 C R” offen. Definiere
CR(Q):={f:Q— K| f ist m-mal stetig differenzierbar in Q}
und falls € zuséatzlich beschrinkt ist

f ist m-mal stetig differenzierbar in €2 und }

Cx(Q):=q/: 2K . _——
0% f ist auf Q) stetig fortsetzbar Vo € Njj, |af <m

mit Norm

||f||cﬂg%(§) = Z 10°Fl oy @)-

aeNg Ja|<m
Lemma 2.18. Sei Q C R" offen und beschrinkt. Dann ist CF(Q) ist ein Banachraum.

Beweis. Wir zeigen den Fall m = 1. Der allgemeine Fall folgt dann per Induktion. Sei also
(fn)nen eine Cauchy-Folge in C%(Q), dann ist sind die Folgen (f,,)neny und (9;fy)nen fiir

jedes i = 1,...,n ebenfalls Cauchy-Folgen in Ck(2) und es gibt stetige Grenzfunktionen
f sowie g; fiir jedes i = 1,...,n mit

Sei x € Q, dann gibt es ein r > 0 mit B.(z) C Q. Fir y € B,(z) folgt nach dem
Mittelwertsatz fiir z; = (1 — t)x + ty

nm»—nw>=%¥vnu»w—xww

Dies impliziert

|h@»—n@wwy—@vnmnsl|vn@a—vnmnw—ﬂa

t€[0,1]

<l|y— = <2\|an — Glloo + sup |g(z;) — g(%)\) :
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Fir n — oo erhalt man dann
|f(x) = fly) — (y — 2)g(x)| < 8%1:;] l9(z¢) — g()||z —y]
te|0,

und die Stetigkeit von g liefert die Differenzierbarkeit von f mit Vf = g und f, — f
beziiglich || - ”%(5) fiir n — oo. O

Definition 2.19. Man definiere C2(2) := Ck(£2) und den Raum der glatten Funktionen

CE(Q) = () Q)

meN

sowie - -
Cx @) = () Cr@).
meN

Dann lassen sich diese Rdume mit der Metrik aus Satz 2.7 vervollstdndigen. Analog defi-
niert man die Funktionen mit kompaktem Trager

Ck(Q) :={f € CF(Q) | supp (f) ist kompakt}.
Weitere wichtige stetige Funktionen sind die Holder-stetigen Funktionen.

Definition 2.20. Sei a € (0, 1], Q C R” offen und beschrinkt. f : Q — R heift Hélder-
stetig mit Exponent «, falls gilt:

[f] 0= sup ’f(.%‘) — f(y)l < 0.
“ z,yEQ x#y |$ - y|a

Im Fall @ =1 heifit f Lipschitz-stetig.
Fiir £ € Ny sind die Rdume der Holder- bzw. Lipschitz-stetigen Funktionen definiert durch

CH(Q) = {f € C*Q)| max [0"flaq < oo}

YENG [vI=k

Lemma 2.21. Sei a € (0,1],k € Ny, Q C R” offen und beschrinkt. Dann ist C**(Q)
mit der Norm

o= o + max [07f],
Ifllcrem = Wllowm +__max_[0"floc

ein Banach-Raum. Insbesondere gilt fir 0 < a < <1
R (Q) ¢ OR(@) € CH@).

Beweis. Siehe Ubungen. [
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2.2 Lebesgue-Riume

Im Folgenden wird die Maf- und Integrationstheorie, welche zur Definition des Lebesgue-
Integrals und der sogenannten Lebesgue-Rdume notig ist, nochmals analog zur Hoheren
Analysis entwickelt und teilweise erweitert. Die Beweise wurden grofitenteils in der Vor-
lesung Hohere Analysis bereits vorgefiihrt und sind gekennzeichnet.

Im zweiten Abschnitt werden grundlegende Eigenschaften der LP-Raume bewiesen, die
insbesondere als Grundlage fiir die Losungstheorie partieller Differentialgleichungen un-
abdingbar sind.

2.2.1 Mafitheorie

Um einen sinnvollen Mafibegriff zu definieren, benttigen wir eine gewisse Struktur.

Definition 2.22 (o-Algebra, Ana 3). Sei X eine Menge. ¥ C Pot (X)) heifit o-Algebra,
falls

i) XeX
(i) AeX = X\AekX

(iii) Sei (Ag)ren eine Folge von Mengen in X, so ist auch

UAkEE

Beispiel 2.23 (Ana 3). (a) ¥ = {0, X} ist die kleinste und ¥ = Pot (X) die grofite
o-Algebra.

(b) Ist (Ag)ren eine Folge von Mengen in einer o - Algebra, dann ist auch () € ¥ sowie
ﬂ A € X

Definition 2.24 (Ana 3). Sei X eine Menge und F C Pot (X) eine Familie von Teilmen-
gen von X. Man definiere die durch F erzeugte o-Algebra durch

X(F) = m {A]F C Aund A ist eine o - Algebra}.

Y (F) ist die kleinste o-Algebra, die F enthilt.
Falls ¥ eine o-Algebra ist, so induziert ¥ auf einer beliebigen Teilmenge A C X die

relative o-Algebra
Ya:={ANB|BeX}

Bemerkung: Auf R" definiert man die Borelsche o-Algebra B(R") als die o-Algebra,
die aus der Familie F aller offenen Mengen erzeugt wird.

(i) Man kann zeigen, dass B(R™) # Pot (R™). Es existieren nédmlich Teilmengen des R",
die nicht borelsch sind (nicht-triviale Konstruktion).

(ii) Die borelsche o- Algebra kann ebenso auf topologischen Rédumen definiert werden.
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2 FUNKTIONENRAUME 2.2 Lebesgue-Rédume

Definition 2.25 (Maf}, Mafiraum, Ana 3). Sei X eine Menge und ¥ eine o - Algebra auf
X. Ein Maf3 auf ¥ ist eine Abbildung p : ¥ — [0, co] mit folgenden Eigenschaften:

) 1(0) = 0.
(i) Ist (An)nen eine Folge in ¥ und A, N A; = 0 fiir V& # [, dann ist

i (U An) = Z w(Ay) (o - Additivitét)

neN neN

Das Tripel (X, 3, 1) nennt man dann Mafiraum und die Elemente von ¥ heilen mess-
bare Mengen. A € ¥ ist eine Nullmenge, wenn p(A) = 0 gilt.

Lemma 2.26 (Ana 3). Fir jeden Mafraum (X, %, u) und (Ag)ren C 2 gilt:
(i) Sind A,B € ¥ mit AC B, so ist u(A) < u(B) (Monotonie)
(ii) Ist (Ap)nen monton steigend, d.h. Ay C Ayyq fir alle k € N gilt, so folgt

Tim p(Ap) = p (U An) :

neN

(111) Fallt (A,)neny monoton, d.h. Ay D Ay fir alle k € N, so gilt fir p(A;) < oo

nlg{.lo M(An) =H (ﬂ An) .

neN
Beweis. Siehe z.B. J. Elstrodt: Maf- und Integrationstheorie, Satz I1.1.7 und I1.1.10. [

Definition 2.27 (Ana 3). Sei (X, %, ) ein Mafiraum. Ein Maf§ p : ¥ — R, heifit o-
finit, falls es eine abzéhlbare Uberdeckung (Ax)reny C ¥ von X gibt, d.-h. X = U,y As,
mit p(Ag) < oo fiir jedes k € N. Im Fall pu(X) < oo heiBt p endlich, fiir u(X) =1
Wabhrscheinlichkeitsmaf.

Beispiel 2.28 (Ana 3). Sei X eine beliebige Menge und 3 = Pot (X).

(a) Fir A € ¥ setze
#A falls A endlich ist,
p(A) = {

o0 sonst.

Dann ist i das sogenannte Zahlmafl. p ist endlich, wenn X endlich ist und o-finit,
wenn X abzdhlbar ist.

(b) Fiir festes v € X und A € X ist

1 fallsx e A,
H(A) = 6,(A) = {
0 sonst

das sogenannte Dirac - Maf3. Offensichtlich ist 9, ein Wahrscheinlichkeitsma$.
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Satz 2.29 (Lebesgue-MaB, Ana 3). FEs existiert ein eindeutig bestimmtes Maf
A" BR™) = [0,00] mit A" ([ar,by) X ... X [an, b)) =[] Ibi — ail
i=1

fiir beliebige Quader' in R™ gilt. \™ heifit n-dimensionales Lebesgue-Maj3. Das Lebesque-
Maf kann man zu einem Maf$ auf der o-Algebra aller Lebesque-messbaren Mengen M(\™)
erweitern. Es gilt auflerdem

B(R") € M(\") € Pot (R™).

Beweis. Siehe z.B. J. Elstrodt: Maf- und Integrationstheorie, Korollar I1.6.5 und Korollar
I1.8.6 sowie der Satz I11.3.1 von Vitaly. m

Bemerkung: Manchmal ist es niitzlich, A™ als Maf} auf M(\") zu betrachten (statt auf
B(R™)). Der Grund ist dieser, dass (R™, M(A™), A") ein vollstdndiger Mafiraum ist, d.h.

ACBCR", Be M(\) mit \(B)=0 = AeMO\"), \"(4) =0.

Dasselbe gilt nicht fir (R™, B(R"), \"), denn es gibt Teilmengen von Lebesgue-Nullmen-
gen, die nicht borelsch sind.

Lemma 2.30 (Ana 3). Es gelten folgende Eigenschaften des Lebesque-Mafses
(i) A" ist von auflen reguldr, d.h. fir jedes A € M(\™) gilt

AM(A) =inf {\"(2) | A C Q, Q offen}.

(ii) \" ist von innen reguldr, d.h. fir jedes A € M(\™) gilt

A'(A) =sup{\"(K) | K C A, K kompakt}.
(iii) \" ist o-finit, d.h. es existiert eine Folge (A;)ien in B(R™), sodass

N'(Aj) <oo VieN und R"=|]JA;.
€N

Beweis. Siehe z.B. Jiirgen Elstrodt: Maf- und Integrationstheorie, Korollar I1.7.2.
Fiir (iii) betrachte eine Uberdeckung des R™ mit Quadern. ]

Definition 2.31 (Ana 3). Sei (X, %, 1) ein Mafiraum. Eine Aussage gilt u-fast iiberall
(u-f.i.), falls es fiir die Menge

A ={z € X | z erfiillt die Aussage nicht}

ein B € ¥ gibt mit A C B und p(B) = 0. Die Aussage gilt dann fiir p-fast alle x € X.

Da im Folgenden meist K-wertige Funktionen untersucht werden, beschrinken wir uns
auf den Messbarkeitsbegriff auf solchen Messraumen.

! Anstatt halb-offene Intervalle kénnen auch abgeschlossene oder offene Quader verwendet werden.
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Definition 2.32 (Ana 3). Sei X eine Menge, ¥ eine o-Algebra auf X. Man sagt, dass
f: X — R messbar ist (bzgl. X)), falls fiir jedes t € R gilt:

7t o0) ={z e X | f(x) >t} €X.
Eine Funktion f : X — C ist messbar, falls Re (f) und Im (f) messbar sind. Eine vektor-

wertige Funktion ist genau dann messbar wenn jede Komponente messbar ist.

Lemma 2.33 (Ana 3). Seien X eine Menge, 3 eine o-Algebra auf X und f,g: X — K
messbar. Dann gilt

(i) f+Ag fir X\ €K, fg,|f|,min{f, g}, max{f, g} sind messbar.
(ii) Falls ¢ : K — K messbar ist, so ist po f : X — K messbar.
(iii) Stetige Funktionen sind messbar.
(iv) Falls f; - X — K i € N, eine Folge messbarer Funktionen bildet, sodass (fi(x))ien

einen Limes f(x) besitzt, so ist auch f messbar.

Beweis. Siehe z.B. Jiirgen Elstrodt: Mafl- und Integrationstheorie, Satz 111.4.3 und fol-
gende Korollare. O

Definition 2.34 (Einfache Funktionen, Ana 3). Sei (X, X, u) ein Mafiraum. Eine mess-
bare Funktion ¢ : X — R heifit einfach oder Treppenfunktion, falls es endlich viele
A; € R und messbare Menge A; gibt, sodass

N
(10 = Z )\l XA»;?
=1

wobei x4, die charakteristische Funktion bezeichnet. Sei S(X,u) der Vektorraum der
einfachen Funktionen. Das Integral fiir eine einfache, nicht negative Funktion ist durch

N
/so A=Y Aip(AinA)
A =1

fiir A € ¥ definiert, wobei hier 0 - co = 0 vereinbart wird.

Offensichtlich ist das definierte Integral monoton und linear. Die entsprechende Er-
weiterung auf allgemeine messbare Funktionen liefert

Definition 2.35 (Integral, Ana 3). Das Integral einer messbaren, nicht negativen Funk-
tion ist definiert als das Supremum der Integrale von einfachen Funktionen, die durch f
beschrinkt werden, d.h. ist f : X — R™ messbar und A € X, so ist

/fdu:—sup /s@du peS(X,pu),0<p<f
A A

f heifit integrierbar iiber A (kurz f € LY(A, i), falls

[ <o,

A
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und integrierbar, falls f iiber ganz X integrierbar ist.
Fiir messbare Funktionen f : X — R setze man

er::maX{Oaf}? f* ::maX{O,—f} und f:er_f*'

Falls f,, f_ iiber A € ¥ integrierbar sind, so sagt man, dass f integrierbar ist und es ist

A/fdu:A/ﬁdu—A/fdu-

Eine messbare Funktion f : X — C ist genau dann iiber A € ¥ integrierbar, falls Re(f)
und Im(f) integrierbar sind. Es gilt dann

[aw= [@®endn= [Rep)yan+i [amp)au-i [ amp)-du

A A A A A

Aus dieser Definition iibertragen sich die elementaren Eigenschaften des Integrals fiir
einfache Funktionen wie beispielsweise Linearitdt oder Monotonie. Auflerdem verifiziert
man leicht die Dreiecksungleichung sowie

[raw< [iftan vrecaw.
A

A

Satz 2.36 (Monotone Konvergenz / Beppo Levi, Ana 3). Sei (X, 3, u) ein Maffraum und
(fu)nen eine Folge integrierbarer Funktionen f, : X — Ry, sodass fni1(x) > fu(z) fir
w-fast alle v € X. Der Limes

fl) = lim f,(2)
existiert dann fir u-fast alle v € X und f ist messbar. Auflerdem gilt fiir jedes A € ¥

lim [ f,du= /f dys.
n—oo

A A

Beweis. Siehe z.B. Jiirgen Elstrodt: Maf- und Integrationstheorie, Satz IV.2.7. m

Es ist einfach zu zeigen, dass die Aussage ohne die Monotonie nicht gilt (punktweise
Konvergenz impliziert nicht, dass Limes und Integral vertauscht werden kénnen).
Fiir eine nicht notwendigerweise monotone Funktionenfolge ldsst sich jedoch zeigen, dass
das Integral des Limes durch den Limes inferior der Integrale beschrinkt werden kann.

Lemma 2.37 (Fatou, Ana 3). Sei (f,)nen eine Folge von nicht-negativen, integrierbaren
Funktionen auf dem Mafraum (X, %, p). Sei

f(z) := liminf f,(z).

n—oo

Dann gilt fiir beliebiges A € ¥
liminf/fn dyp > /f du.
n—oo
A A
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Beweis. Siehe z.B. Jiirgen Elstrodt: Maf- und Integrationstheorie, Lemma IV.5.1. ]

Eine wichtige Anwendung des Lemmas von Fatou ist folgender

Satz 2.38 (Dominierte Konvergenz, Ana 3). Sei (X,3, u) ein Mafraum und (fy)nen
eine Folge messbarer Funktionen f, : X — K, sodass f,(x) — f(x) firn — oo fir
w-fast alle v € X. Existiert eine nicht-negative, integrierbare Funktion g : X — R, mit
|fn(2)] < g(z) fir p-fast alle x € X. Dann ist |f(x)| < g(z) fir p-fast alle v € X und
fiir jedes A € X gilt f, f € LY(A, u) mit

lim/fndu:/fdu sowie lim/|fn—f|d,u:0.
n—oo n—o0
A A A

Beweis. Siehe z.B. Jiirgen Elstrodt: Maf- und Integrationstheorie, Satz IV.5.2. O
Definition 2.39 (Ana 3). Seien (Xi, X1, p1) und (Xa, X, o) zwei Mafirdume. Auf der
Menge X; x X5 definiert man die Produkt-o-Algebra >, x ¥, als diejenige o-Algebra,

die aus Mengen der Form A x B mit A € ¥; und B € Y5 erzeugt wird.
Auf dieser lasst sich ein Produkt-Mafl 117 X o definieren mit

(Ul X ,UQ)(Al X Ag) = ul(Al)ug(Ag) W Al S Zl,AQ S 22.
Bemerkung: Es ist B(R""™) = B(R") x B(R™) fiir n,m € N.

Satz 2.40 (Fubini, Ana 3). Seien (X1,%1, 11) und (Xa, 3, o) zwei o-finite Mafirdume
und f: X1 x Xo = R eine messbare Funktion (bzgl. X1 x ¥s). Ist f >0, so gilt

/fdulxuz /(/frcy ) dpa(y )dul /(/fxy dpu (2 )duz(y)'

X1xXo X1 Xo

Allgemein ist f € LY X] x Xo, 1 X po) dquivalent zu

/|f($:')| dpi(z) € LN(Xo, p2)  und /If(wy)l dpa(y) € L1(X1, ).

In diesem Fall gilt auch obige Identitdt.

Beweis. Siehe z.B. Jiirgen Elstrodt: Maf- und Integrationstheorie, Satz V.2.1. m

2.2.2 [P-Raume

Die wichtigsten Funktionenrdume der Integrationstheorie sind die LP-R&ume.

Definition 2.41 (Ana 3). Sei (Q,%, ) ein Mafiraum und 1 < p < co. Dann definiert
man den Raum

LP(Qu):=<f:Q—=>K" fmessbarund/\f|pdu<oo
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Aufgrund der Konvexitdt der Funktion z + |z|’ mit dem reellen Betrag hat L£P(€2, u)
offenbar die Struktur eines Vektorraums. Fiir f € £P(2, 1) definiert man

9= | 1P an)
Q

Dann gilt fiir alle f,g € LP(Q, n), A € K

@) A Fllp = AL
(i) [|fll, =0 < f(x)=0 fir p-fast alle z € Q.

Es existieren also Funktionen f € £P(, ) mit f # 0 und || ]|, = 0, d.h. [|-[|, definiert
auf £7(Q, u) keine Norm. Man definiere auf £7(€2, 1) die Aquivalenzrelation

f~g < f=g p-fast iiberall.

Mit der Aquivalenzklasse
f1={9e€L(Qu)]|f~g}

identifizieren wir alle Funktionen, die mit f u-fast iiberall iibereinstimmen. Dann definiert
man den Raum

L, p) o= L7 1) = {[f] ] | € LP(Q, )}

mit Norm
1Ll = [1f 1l

Einerseits ist || - ||, wohldefiniert, da || f|lzz = ||g||lze fiir f ~ g. Andererseits impliziert
I[f]ll, = 0 auch f = 0 p-fast tiberall, d.h. [f] = [0]. Dass die Dreiecksungleichung auch
fiir p > 1 gilt, zeigen wir im Anschluss.

Analog definiert man fiir den Fall p = oo

L u)={f:Q—=K"| fmessbar und 3k € Ry : |f| <k p-fi.in Q}
und fiir ein f € £2°(, p) setzt man
I flloo :=1nf {k > 0 | | f(z)| < k fir p-fast alle x € Q}.

| flloc wird als wesentliches bzw. essentielles Supremum von f auf € bezeichnet und
ist wiederum keine Norm auf £>(2, u). Also definiert man

L2(Q, ) o= LX)/ L = {[f] | f € L2(Q, )}

und erhélt einen normierten Raum (L®(, u), || - ||co)-

Bemerkung: Aus diesen Definitionen folgt, dass die Elemente aus L>(2, u), 1 < p < oo,
keine Funktionen sind, sondern Aquivalenzklassen von Funktionen. Trotzdem wird im
Folgenden von Funktionen f € L°°(, u) gesprochen, wobei dabei ein Reprisentant der
Aquivalenzklasse [f] in L>(€2, ;1) gemeint ist.

Es bleibt also der Beweis der Dreiecksungleichung || f + gll, < [|f|l, + llgll, zu zeigen.
Dazu werden zunéchst die elementaren Ungleichungen von J. L. Jensen und O. Hoélder

gezeigt.
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Lemma 2.42 (Jensen-Ungleichung, Ana 3). Sei (2,3, u) ein Mafraum mit p(2) = 1,
I C R ein Intervall, f : Q) — I integrierbar und ¢ : I — R konvex. Dann ist fQ fduel
, der negative Teil (¢ o f)_ ist integrierbar und es gilt:

¢(Q/fdu>éﬂ/¢0fdu,

wobei die rechte Seite auch unendlich sein kann.

Beweis. Siehe z.B. Jiirgen Elstrodt: Maf- und Integrationstheorie, Satz VI.1.3. O

Hieraus lassen sich einige wichtige Folgerungen ableiten. Zunéchst sind Produkte von
LP-Funktionen im Allgemeinen nicht Elemente aus LP, jedoch gilt

Satz 2.43 (Holder-Ungleichung, Ana 3). Sei (2,3, 1) ein Mafiraum und seien p,q kon-
jugierte Holder-Exponenten mit 1 < p,q < oo und i —i—é = 1. Fir f € L*(Q,u) und
g € LYQ, ) ist fg e LNQ, n) und es gilt

Ifglle < I£1lnllgllo-

Beweis. Fiir p = oo oder ¢ = oo folgt die Ungleichung aus den Eigenschaften des Integrals,
deswegen nehme man 1 < p, ¢ < oo an. Sei zusétzlich g # 0 in L? mit ||g||, = 1. Definiere
auf (€, %) ein neues Mafl dv = |g|? dp mit

v(B) = [xndv = [ xola) o)l duta)

Q Q

fiir alle messbaren Mengen B € Y. Insbesondere ist dann v(Q2) = [[g||¢ = 1.
Sei A:={x € Q| g(x) # 0}. Dann ist

p p

9l = [ 119l du| <] [ 1fllgt av
A A
Da ¢(t) = [t|? konvex ist, folgt mit der Jensen-Ungleichung wegen (1 — ¢q)p = —¢

1fall? < / 1 llgl=]7 dv = / £17 du < ]2,
A A

was zu zeigen war. O
SchlieBlich lisst sich damit die Dreiecksungleichung fiir die Norm || - ||, zeigen.

Satz 2.44 (Minkowski-Ungleichung, Ana 3). Sei (2,2, i) ein Mafraum und 1 < p < oco.
Dann gilt
If+ally < 1Al + gl ¥ Frg € L7(Qp)

und LP($2, ) ist ein normierter K- Vektorraum.
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Beweis. Fiir p € {1, 00} ist die Aussage klar. Fiir p < oo folgt wegen %—i— ’% = 1 mit der
Holder-Ungleichung

I+l < / LIS + gl dut / gl - 1f + gl du
Q Q

<Al IS + gl + Mgl 1F + gl

= (£l + llgllp) - 11 +allp ™"

Fiir p = 2 ist L*(Q, ) offensichtlich ein Préhilbertraum mit Skalarprodukt

(f, 92 = fgdu.
/

Eine weitere Folgerung der Jensen-Ungleichung sind die stetigen Einbettungen der LP-
Réume im Fall () < oo:

Korollar 2.45 (Ana 3). Sei (2,3, 1) ein Mafraum mit (Q) < oo. Dann gilt fir alle
I<p<g=<o

11
1fllp < p(E)7~a -1 £llq
und folglich LI(S2, ) C LP(Q, ).

Beweis. Dies wird fiir p,q € (0,00) gezeigt. Man definiere fiir alle messbaren Mengen
A C Q) die relative o-Algebra mit

To={ACQIAET} und i(A)i= s u(d),

Insbesondere ist (2, Xq, 1) ein Mafraum mit i(Q2) = 1. Die Anwendung der Jensen-
Ungleichung mit ¢(t) = |t|% liefert

g g
P p
du . du
e ) = feraa) < [
/||M(Q) /! ||M(Q)
Q Q Q
und man erhélt die Abschitzung, sodass auch die Inklusion folgt. O

Beispiel 2.46. Im Fall 4(Q) = oo gilt die Inklusion L(Q, ) C LP(2, p) fiir p < ¢ im
Allgemeinen nicht:
(a) Sei @ =R,X = B(R) mit dem Lebesgue-MaB A' := A. So gilt fiir f,(2) := 27*X[1,00)

o0

1fall? = / £ dA\(z) =

1

1
ap —1

< 00 & ap > 1

Zum Beispiel ist x — 27! € L*([1,00),\) \ L*([1,00), A).
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(b) Fiir Q = N, ¥ = Pot(N) mit dem Z&hlmafl p aus Beispiel 2.28 erhilt man die Fol-
genrdume LP(£, ) = 7. In diesem Fall gilt

PClTCcgCecCl™ V1i<p<qg< oo,

wobei ¢y den Untervektorraum der Nullfolgen und ¢ den Raum der konvergenten
Folgen bezeichne.

Satz 2.47 (Fischer-Riesz, Ana 3). Sei (2, %, 1) ein Mafraum und 1 < p < co. Dann ist
LP(Q, ) wollstindig bzgl. || - ||, d.h. ein Banach-Raum.

Beweis. Man betrachte zunéchst den Fall 1 < p < co. Sei (fy,)nen eine Cauchy-Folge in
LP(Q2). Es geniigt zu zeigen, dass eine Teilfolge (fy,)jeny und f € LP(Q) existieren mit
fn;(x) — f(x) fir p-fast alle x € Q fiir j — oo. Dann gibt es némlich fiir ¢ > 0 ein
no(e) > 0 mit ||fr, — fill, < € fiir n,m > ng(e) sowie nach dem Lemma von Fatou fiir
n > no(e)

1o = fII; = /ﬁminf | fn = S|P di < 1imiﬂf/ [ = fo, |7 dpp < €.
j—00 j—o00
Q Q

Man konstruiere also eine geeignete Teilfolge und wéhle dazu sukzessive fiir j € N eine
aufsteigende Folge n; € N mit

1
an_fnJHpgz_j Vnzn]

Um die Konvergenz von (f,;)jen fiir j — 0o zu zeigen, definiert man fiir beliebige m € N

Fn() = | fon @]+ D s (@) = fan (@)].

Nach dem Satz iiber monotone Konvergenz folgt aus F,,, € LP(2, 1) wegen

1Enlly < W foillo + D 1w = Fallp < Il + 1
k=1

dass auch der Limes
F(z):= lim F,(z)
m—0o0

fiir u-fast alle x € Q existiert und F' € LP(Q, u) gilt. Deswegen muss |F'(x)| < oo fiir p-fast
alle » € €2 sein und aufgrund der Teleskopsumme in £, konvergiert die Folge (f,,, — fu;)jen
nach Analysis 1 punktweise p-f.ii. in Q2. Folglich gibt es eine messbare Funktion f :  — K
mit

f(z) = jli)IEo Jn, () fiir pu-fast alle z € Q.

Da |f,;(z)| < F(z) fiir p-fast alle x € Q und F' € LP(Q, u) gilt, folgt aus dem Satz von
der dominierten Konvergenz auch f € LP(Q2, u) und || f,,, — fll, — 0 fiir j — oo, was zu
zeigen war.

Fiir den Fall p = oo ist fiir eine Cauchy-Folge (f,)nen in L°(2, p) die Menge

N = J{e e fa@)] > fall}u | {2 € Q1Um = f) @) > 1fm = Falloc}

neN n,meN
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eine p-Nullmenge und fiir alle x € N¢ gilt

| fn(@) = Ful@)] < || fm = fallo = 0 (fiir m,n — 00).

Daher konvergiert (f,)neny auf N¢ gleichméBig gegen
Analog zum Beweis von Lemma 2.2 folgt auch || f, — f||e — 0 fiir n — oc. O

Nach dem eben bewiesenen Satz enthélt eine in LP(), ) fiir p < oo konvergente Folge
stets eine Teilfolge, welche p-f.i. punktweise in €2 (aufgrund der Eindeutigkeit des Grenz-
werts gegen denselben Limes) konvergiert. Im Allgemeinen ist jedoch nicht die gesamte
Folge p-f.i. punktweise konvergent wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 2.48. Im Folgenden seien zu 2 C R zugehorige Borel-o-Algebren und das
Lebesgue-Mafl \ betrachtet.

(a) Fir Q = [0, 1] betrachte die Intervallaufteilung fiir n € N mit

" E—1 k
O=\1|rn, fir I,= =
N

Dann bildet die Funktionenfolge mit Elementen fj,,, := x;, , fir 1 <k <nundn € N
eine in keinem Punkt konvergente Folge mit || fy.ll, = + — 0 fiir n — oo.

(b) Fiir Q@ = [0,1] ist (fn)nen mit fi, :== n*Px(0,1/s punktweise konvergent mit f,(x) — 0,
jedoch ist || f, ||, = n'/? sogar unbeschrinkt.

(c) Fiir @ = R liefert (f,)neny mit f, = n7'x[02n] eine gleichméBig gegen 0 konvergente
Folge, die nicht in LP(R, A) fiir p < oo konvergiert, denn || f,[|b = n7P2".

Unter welchen Voraussetzungen eine punktweise p-f.i. konvergente Folge von LP-
Funktionen auch in der Norm konvergiert, zeigt beispielsweise der Satz von Vitaly (siehe
H. W. Alt: Lineare Funktionalanalysis, Satz 1.19), welchen wir aus Zeitgriinden nicht be-
handeln.

Im Folgenden interessiert uns die Approximierbarkeit von LP-Funktionen. Aus der

Definition 2.35 des Integrals lassen sich nicht negative messbare Funktionen durch eine
Folge einfacher Funktionen bzgl. der L'-Norm approximieren. Dieses Argument lisst sich
leicht auf beliebige integrierbare bzw. Funktionen in LP(2, ) erweitern, wobei die Ap-
proximation bzgl. || - ||, fiir endliche p > 1 mdglich ist. Daher geniigt es im Wesentlichen
charakteristische Funktionen iiber messbare Mengen zu approximieren.
Da dies stark von der Regularitéit des Mafles abhéngt, wiahlen wir im restlichen Abschnitt
das Lebesgue-Mafl mit der zugehorige Borelschen o-Algebra, welches nach Lemma 2.30
sowohl von aufien als auch von innen regulér ist. Zur Vereinfachung sei LP(§2, \") = LP({2)
fiir Q C R® und n € N.

Satz 2.49. Sei 1l < p < co. Dann ist C.(R™) dicht in LP(R™) bzgl. der || - ||,-Norm.
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Beweis. Seien f € LP(R") und € > 0 beliebig. Dann gibt ein R, > 0 mit

1f = XxBr.0)fllp <&

Nun wihlen wir auf der beschréinkten Menge Bg, (0) C R" eine xp,_(0)f in der LP-Norm
approximierende Folge von einfachen Funktionen, wobei diese die Gestalt

Z QX A, mit o; € K, A; C R" beschrankt

besitzen. Es bleibt daher zu zeigen, dass jede Funktion x 4 fiir beschrinkte Mengen A C R"
bzgl. || - ||, durch Funktionen aus C,.(R") approximiert werden kénnen.

Zu A gibt es nach Lemma 2.30 zu jedem 6 > 0 eine kompakte Menge K C A und eine
offene Menge U D A mit \"(U \ K) < 6. Dann liefert beispielsweise

dist(x, U®)
dist(x, K) + dist(z, U¢)

wegen dist(z, B) = 0 < x € B eine Funktion f5; € C.(R™, [0, 1]) mit

/|f5—xA|pdA” /\fa wal? AN < AU\ K) <

U\K

fs(x) =

]

Analog zur Hohere Analysis werden wir im Folgenden einige Eigenschaften von Fal-
tungen und entsprechende Regularisierungen von LP-Funktionen erarbeiten, welche im
weiteren Verlauf der Vorlesung auch fiir Sobolev-Funktionen niitzlich sind.

Definition 2.50 (Ana 3). Seien f,g: R™ — R messbar und sei

N :={z e R" |y~ f(y)g(x —y) ist nicht integrierbar}.
Die Faltung f % g : R®™ — R ist definiert durch
/f y) d\"(y) fallsz ¢ N,

(f*g)(x
falls x € N.

In den folgenden Beweisen schreiben wir, sofern klar ist, dass es sich um das Lebesgue-
MaB A" handelt, vereinfacht dy anstatt dA\"(y).

Satz 2.51 (Ana 3). Sei 1 < p < oo und g € L'(R"), f € LP(R™). Dann ist die Menge N
aus Definition 2.50 eine \"-Nullmenge und es ist f x g € LP(R™) mit

If * glle@ey < |1 fllze@m)ll gl ny-

Beweis. Fiir p = oo ist die Abschétzung trivial. Fiir p = 1 gilt nach dem Satz von Fubini

[irsglav < [ [rwlge - o)l ayas

R™ R™

Fugmi/lf(yﬂ/\g(x—y”dl’dy_“f”l“ng'
R~ R
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Fiir 1 < p < oo wihle man ¢ mit Zl)—{—% = 1 und erhilt nach der Hélderschen Ungleichung

/!f*glp dA”S/(/Ig(y)F|g(y)|3|f(:r—y)|dy)pdw

R

/(/'9 M@=y |”dy) (/|g |dy) dz.

Eine Anwendung des Satzes von Fubini liefert schlieflich

1+ glly < /\g(y)I/\f(fc—y)lp dz dy - [lgll = gl LA - all = gy - £
Rn n

Der Satz von Fubini bzw. Tonelli zeigt dabei in allen Fallen A\"(N) = 0. O

Lemma 2.52 (Ana 3). Seien f,g,h € L'(R"). Dann gilt:
(i) frg=gx*f.
(it) (fxg)xh=fx(gxh)
(111) Ist zusdtzlich h € L*®(R™) und (Sf)(z) := f(—=x), dann gilt:
/(f*g)hd)\":/f(Sg*h) dA"
R™ R™
- /g(Sf % h) dA".
Rn
(iv) Ist g € CE(R™), dann ist f * g € C*(R") und fiir k € Ny gilt:
O%(fxg)=[fx0%
fir alle Multiindizes o € N§ mit |o| < k.

Beweis. (i) bis (iii) folgen direkt aus dem Satz von Fubini bzw. dem eben Satz 2.51. Es
bleibt also (iv) zu zeigen, wobei wir nur die Fille & < 1 zeigen (k > 1 geht analog). Fir
g € C2(R") ist g gleichmiBig stetig auf dem Tréger und es folgt f * g € C(R"), denn

/(g(w—y)—g(xo—y))f(y) dy| <cel|flli =0 fiir & — xo.

n

Man nehme nun g € C}(R") an. Insbesondere ist Vg gleichmiiflig stetig. Fiir alle y € R”
und h € R",|r| < 1 folgt

g(w+h—y)—g(x—y)—h-Vg(w—y)=/0 h-Vg(z+sh—y)—h-Vg(z—y)ds,

sodass der Differenzenquotient gleichméfig in y € R™ gegen Vg(x — ) konvergiert. Dies
impliziert aber die Aussage geméaf

<e([pDll Al fir b —0.

%((f #g)(x +h) = (f *g)(z)) = (Vg = f)(z)
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Bereits in Satz 2.8 haben wir Abschneidefunktionen kennengelernt, etwa die C°°-
Funktion
e~/ >0,

R — R, —
(0 + +, T {0 2<0

oder die Funktion
¢k ' R" — [07 1]7 T = ¢(7”13 - ||:L‘ - kaQ)

mit kompakten Tréger supp(¢x) = B,, (z).

Definition 2.53 (Dirac-Folge, Ana 3). Eine Folge (¢ )ren in L' (R™) heifit Dirac-Folge,
falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) Fiir jedes k € N ist ¢ > 0.
(ii) Fir jedes k € Nist ||gr||1 = 1.

(iii) Fiir jedes o > 0 ist /g@k — 0 fur k — oc.

R™\ B, (0)

Beispiel 2.54.

(a) Die Folge (¢r)gen erfiillt fiir x; = 0 und (ry)gen als Nullfolge die Bedingungen (i) und
(iii), jedoch ist 1y nicht normiert. Fiir die Normierung wéhle v fiir z = 0,71 = 1,
eine positive Nullfolge (px)ren und definiere die glatte Dirac-Folge (n)ken mit

n(z) = Cp"n(w/pe)  mit C = [dnlly" = lloy"va(/pe) i

Beachte, dass supp(ng) = B,, (0) und damit (iii) erfiillt ist.
Allgemein wird eine Dirac-Folge (¢.)s>o glatter Funktionen mit supp (¢.) C B.(0)
eine Standard-Dirac-Folge genannt.

(b) Zu ¢ € L*(R™) mit ¢ > 0 lisst sich analog fiir € > 0

po(2) = el - e ()

definieren mit

/gpazl und /cpa—>0ﬁ'1r5—>0.

R® R™\ By (0)
Daraus folgt, dass fiir jede Nullfolge (e )ren die Folge (¢¢, )ren eine (allgemeine) Dirac-
Folge ist.

Satz 2.55 (Ana 3). Sei (¢:)eso €ine Standard-Dirac-Folge. Dann gelten

(i) Sei f € C(R™), dann gilt p. x f — [ fir e — 0 gleichmdf$ig auf kompakten Mengen
in R™.

1) Sei f e LP(R™) firl <p < oo, dann konvergiert ¢. x [ — f fiire — 0 in LP(R").
2
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Beweis. (i) Sei K C R" eine kompakte Menge. Dann ist fx gleichméfig stetig, d.h. fiir
jedes € > 0 gibt es ein ¢ > 0 mit

[f(x—y) = fl2)] < VzekK, ye B0)
Damit folgt fiir hinreichend kleines ¢ < § und alle x € K

K%*f%ﬂ—f@ﬂé!/Iﬂx—w—f@ﬂ%@wwsaWAlza
B:(0)

(i) Wiahle zu € > 0 nach Satz 2.49 eine Funktion g € C.(R™) mit || f —g||, < /3. Wegen

supp(: * g) C B:(0) + supp(g) C B1(0) + supp(g) =: K

konvergiert die stetige Funktion ¢, x g gleichméflig auf K gegen g, insbesondere also
auch in LP(R™) mit

€ y _
ooy —gly< S fire <eo®)
Schétzt man nun ab geméfl
e f = fllp < llge * (f = 9)llp + llee x g = gllp + lg = fllp
<2f =gl + llpe x g — gllp <E,

so folgt die Konvergenz ||¢. * f — f||, — 0 fiir e — 0.
O

Korollar 2.56 (Ana 3). Sei Q C R" offen und 1 < p < oco. Dann liegt C°(S2) dicht in
LP(Q).

Beweis. Zunichst setzt man f auf R” in LP durch Null fort, indem man f € LP(R")

definiert durch
— f(x) fallsx € Q,
0 falls z € R™\ €.

Dann ist ||f||ze@e)y < ||fllzr@). Wihle auBierdem zur offenen Menge € eine kompakte
Ausschopfung (K )ren wie in Beispiel 2.6 mit

Q=JK., und dist(K,,R"\Q)>2/k falls QCR"

Definiere gy := xr, f € LP(R") und f, := n;, * gx € C°(R"), dann ist f), € C°(2), da

Supp(fk) C Bl/k(O) + K C Q.
Nun ist mit der Youngschen Ungleichung aus Satz 2.51
1f = fellzoy = IIf = fellLorny
< f = * f||LP(R”) + [+ (f — gk)“LP(Rn)
<|f = mk * fllze@ny + [1f = grllLo@n).-

Nach dem eben bewiesenen Satz 2.55 geniigt es dann | f — gil|re®s) — 0 zu zeigen.
Offensichtlich konvergiert aber g, — f punktweise und ist durch |f| € LP(R"™) beschriinkt,
d.h. majorisierte Konvergenz liefert die Aussage. m
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Korollar 2.57. Sei Q2 C R"™ offen und 1 < p < 0o. Dann ist LP(Q)) separabel.

Beweis. Nach Korollar 2.56 gibt es zu f € LP(§2) ein g € C2°(2) mit || f—gl|, < £/2. Wahlt
man wiederum eine kompakte Ausschopfung Q = J,,cn Km, so gibt es ein m € N mit
supp g C K,,. Nach Satz 2.15 von Stone-Weierstraf} ldasst sich g auf K, gleichméfig durch
Polynome mit rationalen Koeffizienten approximieren, d.h. es gibt ein solches Polynom p

mit

€. _
19 — DX Ko || Lo (Rm) < §>\ (Km) e,

Zusammen liefert dies
If = pxrnllr) < IIf = glle@) + 19 — PXEW 2o (K0) < €

Nun liefert die abzdhlbare Menge

U P, mit P, := {pxk,, | pist Polynom mit rationalen Koeffizienten}
meN

die Behauptung. O]

Wie man in den Ubungen sieht, gelten diese Aussagen im Allgemeinen nicht fiir p = oo.

Mit diesen Approximationen lédsst sich ein wichtiges Lemma der Variationsrechnung
beweisen, welches sogar fiir lokal integrierbare Funktionen giiltig ist.

Definition 2.58 (L -Rdume). Sei 1 < p < 0o, © C R™ offen und definiere

Lp

loc

(Q) :={f: Q — Rmessbar | f € LP(K) fur alle kompakten Teilmengen K C 2} .

Sei (fr)ken eine Folge in L} (Q). Man sagt, dass fr — f in L

loc loc

und ||(fx — f)|kll, — 0 fiir alle kompakten Teilmengen K C Q und k — oo.

(Q), wenn f € LP ()

loc

Falls K C R™ kompakt in €2 enthalten ist, d.h. K C €2, schreibt man auch K CC €.
Offensichtlich gilt LP(Q) C L1 (2) C L (2) fur alle p > q.

loc

Lemma 2.59. Sei Q C R"™ offen und f € L} () sowie (¢:)eso eine Standard-Dirac-
Folge. Dann gelten

(i) pe* f— [ fire — 0in L] (Q). Genauer gibt es fiir jedes K CC Q ein eo(K) > 0,

loc

sodass die Funktion y — ¢.(y) f(x — y) fir e < eo(K),x € K integrierbar ist und
es gilt . * f — [ in L} K).

(i1) Gilt /fw d\" =0 fir alle ¥ € C*(Q), dann ist f =0 A\"-fast tiberall in Q.
Q

Beweis. (i) Sei K CC  und ¢ := dist(K,R"™\ ). Dann ist § > 0, da K kompakt ist,
und man definiere die kompakte Umgebung K’ von K geméf

K':={z e R"|dist(z, K) <46/2} C Q.
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Setze f auf R™\ K’ durch 0 fort zu f € L'(R") definiert durch

(2) f(z) fallsx e K,
xTr) =
0 falls z € R*\ K.

Fiir hinreichend kleines € < §/2 ist dann

(pex ) = (pex [)x) VzeK
und die Aussage folgt aus Satz 2.55 (ii).

(ii) Wihle zu € eine kompakte Ausschopfung (K, )men mit

O=|J K, mit dist(K,R"\Q) >2/m.

meN

Dann hat fir x € K,,, die Funktion 7 (z — -) kompakten Trager in € fiir hinreichend
groes k > m und durch testen der Variationsgleichung folgt (n; * f)(x) = 0. Nach
(i) ist dann f = 0 A"-f.ii. in K, und die Aussage folgt.

O

2.3 Sobolev-Riaume

Neben der Integration, fiir welche die LP-Raume besonders geeignet sind, ist es oft wichtig
die Ableitungen einer Funktion zu betrachten. Im klassischen Sinne differenzierbar sind
dabei nicht alle LP-Funktionen. Da der Begriff der klassischen Ableitung zu restriktiv
ist, fithren wir die schwachen Ableitungen ein und betrachten die sogenannten Sobolev-
Réaume, die aus LP-Funktionen bestehen, deren schwache Ableitungen wiederum in LP
liegen. Analog lisst sich dieses Problem durch die (abstrakte) Vervollstdndigung l6sen
wie wir sehen werden.

Als Beispiel soll hier das Skalarprodukt

(19) = [ f@) (@) + Fla)g@ eV fig€C(0,1)

dienen. Da (C([0,1]), ||-||2) mit der L2-Norm bereits unvollsténdig ist, kann auch C* ([0, 1])
mit der von obigem Skalarprodukt induzierten Norm nicht vollstdndig sein. Der durch Ver-
vollstéindigung des Prihilbertraums (C'([0,1]), (+,-)) entstehende Quotientenraum lésst
sich wiederum durch Auswahl von Représentanten (Funktionen) als Funktionenraum auf-
fassen, welcher mit H?(£2) bezeichnet wird. Dies liisst sich leicht verallgemeinern zu

Definition 2.60. Sei 2 C R” offen mit der zugehérigen Borelschen o-Algebra sowie
dem Lebesgue-MaB A" und m € N,1 < p < co. Dann definiert || - ||, eine Norm auf
X :={feC™Q)[[[fllmp < oo} mit

1/p

[ fllmp = Z ||aaf||1£p(m fir p<oo

a€eNg Ja|<m

52



2 FUNKTIONENRAUME 2.3 Sobolev-Riume

und fiir p = oo

[ lm,o0 = Z 10% fll o= -

a€Ng Ja|<m

Der Sobolev-Raum H™P((2) ist dann definiert als die Vervollstandigung von X beziiglich
der Norm || + ||mp-

Fiithrt man sich den Vervollstéandigungsprozess von Satz 1.29 nochmals vor Augen, so
wirkt dieser sehr abstrakt und wir benétigen ein handlicheres Kriterium.
Ist ndmlich f € H™P(Q), so gibt es eine zugehorige Cauchy-Folge (fx)reny in X und fiir
jeden Multiindex o € Nij mit || < m ist (0% fx)ren eine Cauchy-Folge in LP(€2), denn

10 fr. — 0“filly < Ifx — Fillmp — O fiir k, 1 — oo.

Da L?(Q2) vollsténdig ist, gibt es Funktionen g, € LP(Q) mit 0°fr — g, fiir K — oo. Fiir
beliebige ¢ € C°(R2) folgt damit nach Héherer Analysis auch

Jororax =t [orupan = (-1t [ orsax
Q

Q

Q
= (=)l [ gy dA™
/

Dies ergibt eine Beziehung &hnlich zur partiellen Integration zwischen g, und gy = f fiir
jedes a € N§ mit || < m. Die Norm von f = [(fi)ken] ist damit gegeben durch

1/p

Wl = B Uil = 30 laaliz |

a€eNg |al<m

falls p < oo ist bzw. fiir p = oo folgt nach Korollar 1.34
[l = Jim lfillx = 3 Nl
a€eNg |al<m

Die Eigenschaft partiell integrieren zu kénnen, liefert uns den zweiten alternativen Ansatz
fiir Sobolev-Raume.

Definition 2.61. Sei Q C R" offen. Dann heifit f € L () schwach differenzierbar,
falls es Funktionen gy, ..., g, € LL () gibt mit

loc
Jowsax == [vgax  veece)
Q Q

fiir jedes ¢ = 1,...,n. Analog heifit f m-mal schwach differenzierbar, falls es fiir jedes
a € N2, |a| < m Funktionen g, € L () gibt mit

loc
Jorvrav =0 [ugeax voecx@)
Q Q
Die Funktionen g; bzw. g, werden als schwache Ableitungen von f bezeichnet und

man schreibt in diesem Fall g; = 0;f, g = 0 f.
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2 FUNKTIONENRAUME 2.3 Sobolev-Riume

Bemerkung: Da die linken Integrale invariant sind unter einer Abénderung von f auf ei-
ner Lebesgue-Nullmenge, héngt die schwache Ableitung nur von der Aquivalenzklasse von
f ab. Offensichtlich ist jede klassische Ableitung auch eine schwache Ableitung und nach
Lemma 2.59 stimmen sie A"-f.ii. iiberein, d.h. es ldsst sich ein klassisch differenzierbarer
Vertreter auswahlen.

Beispiel 2.62.
(a) Sei Q@ = (—1,1) und f(z) = |z|. Dann ist f schwach differenzierbar und besitzt die
schwache Ableitung f’(x) ().

= sgn
(b) Sei Q= (—1,1) und f(x) =sgn (z). Dann ist f nicht schwach differenzierbar, denn

[ e =200 voecz@.
Q

loc

Jedoch existiert kein g € L (), sodass /ggpdx = (0) fiir alle ¢ € C(Q) gilt.
0

(c) Sei Q= By(0) CR" fiirn > 2, a € R\ {0} und f(x) = |z|* fir 2 # 0 und f(0) = 0.

Dann ist f genau dann schwach differenzierbar, wenn aw > —(n — 1).

Definition 2.63 (Sobolev-Raum). Sei {2 C R™ offen mit der zugehorigen Borelschen o-
Algebra sowie dem Lebesgue-Mafl A" und m € N, 1 < p < oo. Dann definiere man den
Funktionenraum

Wm™P(Q) := {f € LP(Q) | es gibt schwache Ableitungen 0°f € LP(Q) V a € N, |a| < m}

mit der Norm
1/p

Hf“m,p = Z ||8af||ip(m fir p< oo

a€eNY Ja|<m

und

flmoo = > 10 fllie — fiir p=oo.

aeNg |al<m

Satz 2.64. Firm e N, 1 <p < oo und Q CR" offen ist W™P(Q2) ein Banachraum. Im
Fall p = 2 ist W™2(Q) ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

(f.Qma= > [0°fO"gd\" ¥V fgeW™Q).

a€eNY Jal<m Q
Beweis. Siehe Ubungen. O

Bisher wurde die Beziehung H™?(Q2) C W™P(Q) zwischen den Sobolev-Raume bereits
gezeigt. Wir werden im Folgenden zeigen, dass die Rdume fiir p < oo identisch sind. Im
Fall p = oo kann dies nicht gelten wie Beispiel 2.62 (a) zeigt. Zunéchst benotigen wir
jedoch Aussagen iiber die Approximierbarkeit von Sobolev-Funktionen aus W™»((2).
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2 FUNKTIONENRAUME 2.3 Sobolev-Riume

Lemma 2.65. Sei Q C R" offen und f € W™P(Q), 1 < p < oo,m € N sowie (1:)e>0
eine Standard-Dirac-Folge. Sei f durch Null auf ganz R™ fortgesetzt und

f(2) = (ne + F) (@) = / ne( — ) Fly) dy,

]Rn
dann gelten

(1) Ist @ = R™, so ist f. € C®°(R") N W™P(R") fir jedes o € Ny, || < m und es gilt
0%f. = (0*f). sowie f. — [ in W™P(R™) fiir e — 0.

(i1) Ist Q@ C R™, dann gilt fir alle offenen Mengen U C Q mit 6 = dist (U,09Q) > 0
fe e CU)NW™P(U) fir alle 0 < e < § und f. — f in W™P(U) fire — 0.

Beweis. Nach Lemma 2.52 ist f. € C*°(R") bzw. C*(U), da n. € C*(B.(0)), und

(0% F.)(x) = (F * 0°n.)(x) = / 0. (e — ) £(y) dy.

Q

Nach der Kettenregel ist dann
@ £)() = (<1 [ 95 .o~ ) o) dy
Q

(i) Fir Q@ = R™ folgt dann bereits aus 1. € C°(R™) und der Definition der schwachen
Ableitung

(0°F.)(x) = / ne( — 9) 0 F(y) dy = (0°f).(x).

Wegen 0“f € LP(R") fur alle & € Ny, |a| < m ist nach Satz 2.51 (0°f). € L*(R")
und damit f. € W™P(R"™). Schliefllich folgt nach Satz 2.55

Ife=Flop = D> 0= 0 I,

aeNg,la|<m

= Y @)= fpny 0 fir £ 0.

a€eNg |al<m

(ii) Fir Q € R™ wihle x € Q mit dist (z,0Q) > ¢, dann liegt die Funktion y — 7.(z —y)
in C(Q). Wegen f € W™P(Q) erhdlt man per Definition der schwachen Ableitung
wiederum (0% f.)(z) = (0% f)c(x). Also stimmen 0% f. und (0% f). auf U iiberein und
es folgt mit Satz 2.51 f. € W™P(U). Analog zum Fall 2 = R" folgt die Konvergenz
auf U, denn Satz 2.55 (ii) gilt aufgrund der Dichtheit von C2°(U) in LP(U) ebenso
auf U statt R".

O

Lemma 2.66 (Produktregel). Sei Q@ C R™ offen, 1 < p,q < oo mit % —i—é = 1. Seien
feWwbtr(Q), g e WH(Q). Dann ist f-g € WHL(Q) und es gilt

O(f-9)=f-0g+0if - ¢ fir i=1,...,n.
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Beweis. Aufgrund der Symmetrie betrachten wir nur den Fall p < co. Durch Fortsetzung
von f, g mit Null auf ganz R" betrachte man die Glattung f. = 7. x f wie im vorherigen
Lemma. Dann gilt fiir alle ¢» € C°(Q2)

/(¢fs) az'g d)\n - - /(1/18sz + f5821/1) g d)\n

Q Q

Benutzt man || f. — f||1, — 0 fiir ¢ — 0 nach Lemma 2.65 (a), so folgt mit der Holderschen
Ungleichung fiir ¢ — 0

/ B(f i +0.f g) AN = — / fgd A" W e CF(Q).
Q Q

Nach der Hélder-Ungleichung ist ebenso f 9;g+0;f g € L*(2) und wir erhalten die schwa-
che Ableitung 9;(f - g) € L'(Q). O

Erst im Jahr 1964 wurde die Gleichheit von H™P und WP fiir p < oo bewiesen:

Satz 2.67 (Meyers-Serrin). Sei Q C R™ offen und f € W™P(Q) fir1 <p < oo, m € N.
Dann existiert eine Folge (fi)ren in W™P(Q)NC®(Q) mit fr — f in W™P(Q) fir k — oo.
Damit folgt die Identitat H™P(Q) = W™P(Q).

Beweis. Wegen H™P(Q) C W™P(Q) folgt die Identitat der Sobolev-Réume aus der ersten
Aussage. Wihle zu 2 C R”™ die offene Ausschopfung

Qp ={r € Q| |z| < k,dist(z, R"\ Q) > 1/k}

fiir £ € N und setze Qy = Q_; := (). (Falls 2 = R" ist, wihle man eine Familie von offenen
Quadern.) Dann liefert

Q= UUk mit U, = Qk-{—l\Qk—l cQ

keN

eine offene Uberdeckung von Q. Nach Satz 2.8 gibt es eine untergeordnete Zerlegung der
Eins zu (Uy)gen, d.h. es existieren glatte Funktionen, deren kompakter Tréger in einer der
Mengen Uy, liegt. Bezeichne fiir £ € N 7, die Summe der endlich vielen glatten Funktionen
dieser Partition mit Tréger in Uy. Dann erfiillt ¢y, € C2°(Uy) weiterhin fiir alle z € Q die

endliche Summe
> i(x) =1.
keN

Durch Iteration der Produktregel folgt dann i f € W™P(Q) fur f € W™P(Q). Sei (15)s>0

eine Standard-Diracfolge. Dann hat (¢ f)s := ns* (¢ f) fiir 0 < 6 < m kompakten

Tréiger in Vi := Qpp0 \ Qr—2. Da Vi C Q kompakt enthalten ist, lisst sich nach Lemma

2.65zue>0en 0 < < m wiahlen mit

|(Wrf)s — Vrfllwme@) = [(Wrf)s, — Yrfllwmer) < 257

Man definiere

g:=> (¥x)s,.

keN
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2 FUNKTIONENRAUME 2.3 Sobolev-Riume

Da fiir jedes offene Q' C  C Q nur endlich viele Terme der Summe nicht verschwinden,
folgt g € C*(QY). Fiir z € §; gilt speziell

@) =3 ws@) (@) sowie  glx) = (4;f)s ().

Jj=1

Dies liefert die Abschéatzung

k
lg = Fllwme@y < > N3 f)s, — bifllwmne) < €

j=1
und die Ausschopfung durch 2 mit dem Satz {iber monotone Konvergenz impliziert
g — f c Wm,p(Q) mit ||g — f||Wm,p(Q) < E. ]

Bemerkung: (i) Fiir p = oo ist H"™>°(2) eine echte Teilmenge von W™>(2), denn
zum Beispiel gehort die Funktion f(x) = |z| zu Wh*°((—1,1)), jedoch gibt es fiir
e € (0,1/2) keine Funktion ¢ € C'((—1,1)) mit ||¢' — [l < €.

(i) Im Allgemeinen ist C2°(€2) nicht dicht in W™P(Q) bzgl. der W™P-Norm fiir p < oo,
abgesehen von dem Fall €2 = R™.

In manchen Situationen ist es sinnvoll den Raum der Sobolev-Funktionen mit Null-
randwerten zu betrachten, ndmlich den Abschluss von C°(2) bzgl. der W™P-Norm fiir
1 <p<oo:

WP (Q) == {f € W™P(Q) | 3 (f)ken C C°(2) mit || f — fillmyp — 0 fir &k — oo}
WP(Q) ist per Definition ein abgeschlossener Unterraum von W™?(Q). Ist Q0 # R", so
ist W5"P(Q2) eine echte Teilmenge von W™P(Q). Fiir 2 = R™ erhilt man

Korollar 2.68. Es gilt Wy""(R™) = W™P(R™) firm € N;1 < p < oo, d.h. C(R™) liegt
dicht in W™P(R"™) bzgl. der W™P-Norm.

Beweis. Sei f € W™P(R") fir m = 1, der Fall m > 1 folgt induktiv. Wir konstruieren
eine Folge (fi)ren in C°(R™). Wihle dazu nach Korollar 2.9 eine Abschneidefunktion
¥ € Ce(B2(0),[0,1]) mit |55 = 1 und setze ¢.(x) = v(ex). Fiir eine Nullfolge (gx)ren
wahlen wir

fr = wsk ’ fsk = wsk ’ (’Usk * f) € Cfo(Rn)
fiir eine Standard-Diracfolge (7.).~0. Nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz folgt
zunéchst 1. f — f in LP(R™) fiir ¢ — 0 und somit wegen |1, < 1

1k = Fllp < [ fer = Fllp + e f = fllp = 0 (fir k= o0)

nach Lemma 2.65. Fiir die schwache Ableitung verwenden wir die Differentiationsregeln
und erhalten

8sz = a@'wek ' fek + ’l/}Ek : &'fek = @%k : fek + wsk ’ (azf)ék
Es folgt

||8ifk - aif”p < ||ai¢5k ’ fEka + wak ’ ((azf)sk - 8if)”p + ‘|¢5k87«f - aif”:m
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2 FUNKTIONENRAUME 2.3 Sobolev-Riume

wobei die letzten beiden Terme gegen Null konvergieren fiir & — oo. Offensichtlich ist Vy
beschrankt und der erste Term lasst sich weiter abschétzen durch

|Oit)e, 'fEka < 5k||v¢||oouf6k“p < 6/’€||v¢||oo||f||p —0 (fiir k — o0)

nach der Youngschen Ungleichung und die Aussage folgt. O]

Beziiglich der LP-Norm besitzen sowohl C°(Q2) als auch C*(Q) N LP(Q2) dieselben
Abschliisse, ndmlich LP(Q) = W P(Q). Dies ist aber fiir Sobolev-Funktionen nicht mehr
der Fall, da Ableitungen der approximierenden Folgen am Rand von 2 sehr grofl werden
konnen. Diese Probleme sind auch der Grund, warum der Beweis von Satz 2.67 wesentlich
aufwendiger ist als der von Korollar 2.56.

Als weitere elementare Regeln fiir Sobolev-Funktionen haben wir

Lemma 2.69 (Kettenregel). Seien Q C R" offen, f € W'P(Q) fir 1 < p < oo und
g € CHR) mit beschrinkter Ableitung |||l < C. Dann ist go f € L% (Q) schwach
differenzierbar mit V(g o f) € LP()™ und es gilt die Kettenregel

V(gof)=(4gof) Vf.
Ist zusditzlich g(0) = 0 oder A"(Q) < oo, so folgt go f € WHP(Q).

Beweis. Nach Analysis 1 ist g Lipschitz-stetig und es gilt |g(x)| < |g(0)| + C|z| fiir alle
z € R. Dies impliziert sofort g o f € L} () bzw. zusétzlich g o f € LP(2), auch im Fall
p = 00. Da ¢’ beschrinkt ist, ist ebenso ¢’ o f € L>(Q), also (¢’ o f) -V f € LP(Q).

Fiir die schwache Differenzierbarkeit sei nun ¢ € C2°(£2) beliebig, dann gibt es eine offene
Menge U D supp(t)) mit kompaktem U C €, fiir welche nach Lemma 2.65 die Glittung

f- € WHP(U) N C>(U) fiir hinreichend kleines € > 0 gegen f konvergiert mit

Ife = fllwre@wy — 0 fiir e — 0.

Dann folgt mit der klassischen Kettenregel fiir i =1,...,n
Joetr-apan == [(ofaf v
Q Q

Wegen |g(f:) — g(f)| < C|f: — f| konvergiert die linke Seite geméis

(g e fo) -9 = (g0 f) - 0plluiw) < ClIVElollfe = Fllrwy,

denn LP(U) C LY(U) mit \*(U) < oo. Zur Herleitung des Grenzwerts der rechten Seite
schétzen wir wie folgt ab

Il(g" 0 f)0ife = (9" 0 NOif] - ellrwy < Nellsoll(9” 0 fo) (Bife = Oif) I w)
+[lellooll(g" 0 fo = 9" 0 £)Oif || 1w
< CllellollOife = OifllLrw)
+ lelloll(g" 0 fo = 9" 0 [)Oi fllr -
Da der erste Term gegen Null konvergiert, geniigt es den zweiten zu betrachten. Da f. — f
in LP(U) konvergiert, gibt es eine Teilfolge (f:,)ren, die punktweise \"-f.ii. in U konver-
giert. Die Stetigkeit von ¢’ impliziert die punktweise A\"-f.ii. Konvergenz des Integranden

gegen Null. Majorisierte Konvergenz liefert dann die Aussage, denn der Integrand ist
beschrinkt durch 2C|0;f| € LY(U). O

28



2 FUNKTIONENRAUME 2.3 Sobolev-Riume

Bemerkung: Falls \"(Q2) < oo ist, gilt die Aussage auch fiir p = 0o, denn fiir alle p < oo
ist L>(Q2) C LP(Q2) und der Grenziibergang p — oo liefert die Behauptung.

Wie auch fiir Lebesgue-integrierbare Funktionen gilt

Lemma 2.70. Sei Q C R" offen und f € WHP(Q) fir 1 < p < oo. Dann sind auch |f|,
[T :=max{f,0} und f~ := min{f,0} in WP(Q) und es gilt

Vit - Vf fzfr f>0, und Vi - Vf f1fr f <0,
0 fir f<0 0 fir f>20
sowie
Vf  fir f>0,
VIfl=40 fir  f =0,
-Vf fir f<O.
Beweis. Wegen f~ = —(—f)* und |f| = fT — f~ geniigt es die Aussage fiir f* zu zeigen.

Wir wiihlen eine approximierende Folge g. € C*(R) mit

() = Vitt4+e2—e, t>0,
770 t<0
fiir £ > 0. Dann ist ||¢’[lc < 1 und nach der Kettenregel folgt g. o f € W'P(Q) mit
N fiir f >0,
V(geo f) = ge(f)Vf = VI
0 fir f <0.

Da g.(t) — t* fiir e — 0 und ¢ € R mit g.(t) < t* liefert majorisierte Konvergenz fiir
jedes p € C*(Q),i=1,...,n

[ota.oneav = - [0 pow ax - - Q/ Fou A

Q Q

Analog folgt durch eine integrierbare Schranke von V(g. o f) fir e — 0

foif
0i(ge o [ AX" = | Oi——==X(y>0y¥ AX" = [ Oif x{s>01¢¥ dA".

]

Abschlieflend zeigen wir, dass auch der Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung fiir Sobolev-Funktionen auf offenen, beschrinkten Intervallen I = (a,b) C R giiltig
bleibt und wir damit einen stetigen Représentanten auswéhlen kénnen.

Satz 2.71. Fir 1 < p < oo sei f € WhP(I) fiir ein offenes, beschrinktes Intervall
I = (a,b) C R. Dann gibt es eine Funktion g € C(I) mit g = f \"-f.4. in I und

g(z) —g(y) = /f’(t) dt Vaz,yel.
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Beweis. Fiir festes xg € I setze
h@y_/jﬁyﬂ vel
Zo

Dann ldsst sich analog zur Hoheren Analysis mit einigem Aufwand zeigen, dass h € C (1)
gleichméfig stetig ist und die Ubungen liefern die schwache Differenzierbarkeit mit h' = f.
Insbesondere ldsst sich damit h stetig auf I fortsetzen. Man erhélt fiir alle ¢» € C°(I)

/ﬁwdA:—/jwdA:/jwdx

I

Nach den Ubungen ist dann aber bereits f —h = C M-f.ii. konstant in I. Dann liefert etwa
g = h+ C die Aussage. m
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3 LINEARE OPERATOREN

3 Lineare Operatoren

In vielen Anwendungen wie z.B. zur Losung linearer partieller Differentialgleichungen
tauchen linearen Abbildungen zwischen normierten Radumen auf, auch lineare Operatoren
(manchmal auch nur Operatoren) genannt. Ist der Bildbereich ein skalarer Korper wie
etwa K, so spricht man von Funktional statt Operator.

3.1 Stetige Operatoren

Im Folgenden seien (X, ||| x), (Y, ||-]|y) stets zwei normierte K-Vektorrdume. Eine wichtige
Klasse linearer Operatoren sind die stetigen bzw. beschrankten Operatoren.

Definition 3.1. Seien X, Y zwei normierte Raume. Ein Operator T": X — Y heifit line-
ar, falls T eine lineare Abbildung zwischen diesen normierten Raumen ist. Ein stetiger
linearer Operator 7' : X — Y ist eine lineare Abbildung, die zusétzlich stetig ist. Ein
Operator heiffit beschriankt, falls es eine Konstante C' > 0 gibt mit

IT(x)[y <Clzllx VzeX

Fiir lineare Operatoren schreibt man vereinfacht T'(z) = Tz fiir z € X.

Satz 3.2. Seien X,Y normierte Riume und T : X — Y ein linearer Operator. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) T ist stetig.

(i1) T ist stetig in © = xq.
(ii) sup |y <1 ITx|ly < oo.
(iv) T ist beschrinkt.

Beweis. Es ist klar, dass (ii) aus (i) folgt. Die Linearitét liefert (iii) = (iv).

(ii)=(iii): Fiir festes e > 0 gibt es ein 0 > 0 mit T'(Bs(xo)) C B:(Tzg). Seinun x € B;(0)
beliebig, dann ist ¢ + dz € Bs(xg). Also ist

Txo+ 6Tx =T(xg+ d6x) € B.(T'wo)
und somit ist Tz € B./5(0) gleichméBig beschrankt.
(iv)=-(i): Wabhle ein beliebiges z; € X. Dann folgt

Tz — Txi|ly = ||T(x — z1)|ly < Cllz —x1]|lx = 0 (fiir z — 24).
Il

Bemerkung: Ist X endlich dimensional, so ist jede lineare Abbildung 7" : X — Y stetig,

denn wihlt man {es, ..., e,} als Basis von X, so folgt aus der Darstellung x = > " | x;e;
n n
ITelly = |t < (Z HTezHy) max |ai| < Cleilx,
wobel || + ||oo mit |||l = max;—1_ ., |z;| eine zu || - || x dquivalente Norm auf X ist.

,,,,,
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3 LINEARE OPERATOREN 3.1 Stetige Operatoren

Definition 3.3. Seien X,Y normierte Rdume. Dann bezeichnet Z(X,Y) den Raum
aller stetigen linearen Operatoren von X nach Y. Z(X,Y) besitzt die Struktur eines
K-Vektorraums mit den Operationen:

(T+S)(z):=T(x)+ S(x) VT,SeZX,)Y), VzeX,
(AT) = AT(2) VT € Z(X,Y), VA €K

Fir T € Z(X,Y) definiert man die nach Satz 3.2 endliche Operatornorm

Tx Y
iy =sup T~ sy 7y = sup |7aly
w20 [[Tlx ar<a el x=1
Falls klar ist, welche Norm gemeint ist, schreibt man auch ||T']| = ||T'|| #(x,y). Man macht

sich leicht klar, dass ((Z(X,Y), ] - ||) ein normierter Raum ist. Falls X =Y ist, schreibt
man vereinfacht .Z(X) = Z(X, X) und kann man das Produkt fiir 7,5 : X — X durch
TS(x):=(ToS)(z)=T(S(z)) fir z € X definieren. Offensichtlich ist ||ST'|| < [|S]|||7T||-

Satz 3.4. Es seien X ein normierter Raum und Y ein Banachraum. Dann ist £ (X,Y)
ein Banachraum.

Beweis. Sei (Tj)ken eine Cauchy-Folge in Z(X,Y) und = € X. Dann ist wegen
T = Tixlly < Tk = Tl - [l=]x

(Txx)ken eine Cauchy-Folge in Y. Da Y vollstandig ist, existiert Tz := limy_,o T}z und
die Eigenschaften des Grenzwerts liefern die Linearitdt von T : X — Y. Auflerdem ist
TeZ(X,Y), dafir x € X gilt

|Tx — Trx|ly = lim ||Tyx — Tiz|ly <liminf [T}, — T;|| - ||z x,
l—00 l—o0

dh. T —T, € Z(X,Y) fiir k € N. Schlieflich ist

T — T §1ilminf||Tk—Tl|| — 0 (fiir & — o0),
—00
weil (T )ken eine Cauchy-Folge ist. O

Definition 3.5. Seien X,Y normierte Rdume.

(i) Man definiert den (topologischen) Dualraum X* von X durch X* := Z(X,K).
Elemente aus X* heiflen stetige lineare Funktionale auf X. Da (K, |- |) vollstandig
ist, ist auch X* ein Banachraum.

(i) Fir T € Z(X,Y) heifit
ker (T) :={x € X | Tx =0}

der Kern oder Nullraum von 7. Wegen der Stetigkeit von 7" ist ker(7") abgeschlos-
sen in X. Mit
ran (T) :={Tx |z € X}

bezeichnet man das Bild von T' (range). ran(7") ist im Allgemeinen nicht abgeschlos-
ser.
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3 LINEARE OPERATOREN 3.1 Stetige Operatoren

(i) T e Z(X,Y) wird als eine (stetige) Einbettung von X nach Y bezeichnet, falls
T injektiv ist, d.h. wenn ker(7T") = {0} ist. Gilt zusétzlich ||[Tz|ly = ||z||x fiir alle
x € X, so heifit T Isometrie.

Beispiel 3.6.
(a) Sei X = C([0,1]), Y = C'([0,1]). Fiir f € X,z € [0,1] definiert

Z]f(y)d

einen linearen Operator T' € Z(X,Y’) mit abgeschlossenem Bild

ran(T) = {f € Y | f(0) = 0}.

Wird T als Operator in .Z(X) aufgefasst, so ist das Bild {f € Y | f(0) = 0} nicht
abgeschlossen in X, da sich z.B. die Betragsfunktion gleichméflig approximieren
lasst mit Funktionen aus ran(7T).

(b) Sei (2, %, 1) ein Mafiraum und p, ¢ konjugierte Holder-Exponenten mit 1 < p, ¢ < 0o
und % + é = 1. Fur g € LY, p) ist nach der Holder-Ungleichung aus Satz 2.43

Tyf = /Ef dp Y feLP(Q,u)
Q

ein lineares Funktional T}, € (L?(£2, 1))*. Dies definiert insbesondere eine Einbettung
¢+ LY(Q p) = (LP(Q, )"

(c) Seien Q C R” offen und fiir jeden Multiindex o € Nj mit || < m seien a, : @ — R
Funktionen. Dann definiert

(TH)(x) =Y aa(w)d”f(2)

|| <m
einen linearen partiellen Differentialoperator der Ordnung m. Es gilt

o T c 2(C™(Q),C(Q)), falls Q beschrinkt ist und a, € C(Q) fiir |a| < m.

), C(Q
o T'e Z(C™P(Q),C%(Q)) mit § € (0,1], falls Q beschriinkt ist mit Koeffizien-
ten a, € C%(Q) fiir |a| < m.

(
o T Z(Wm™P(Q),LF(Q)) mit 1 < p < oo, falls a, € L>®(Q) fiir |a] < m.

Definition 3.7.

(i) Ein stetiger linearer Operator P : X — X heiit Projektion, wenn P? := PoP = P
gilt. Die Menge der Projektionen ist definiert durch

P(X):={P e Z(X)| P*= P}.

(ii) Ist T € £(X,Y) bijektiv und gilt T~ € Z(Y, X ), dann heiit T invertierbar oder
(stetiger linearer) Isomorphismus.
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3 LINEARE OPERATOREN 3.2 Dualraume

(i) Fir T'e Z(X,Y) definiert man eine lineare Abbildung
T : Y — X* mit (T*y")(x) :=y*(Tx) Vee X,y eY"
T* wird als adjungierter (dualer) Operator zu 7' bezeichnet. Wegen
((Ty") ()] < [ly"|

ist 7% € Z(Y*, X*) mit | T < ||T]|, denn

Tzlly < |ly"|

v v+ | Tl ||| x

1Ty | x= = sup [(T7y")(@)| < [ly"]

el x <1

7.

Y*

Projektionen waren bereits in Hilbertrdumen wie etwa in Korollar 1.48 présent. Dass P
in diesem Fall auch beschrénkt ist, folgt aus der Lipschitz-Stetigkeit der Distanzfunktion.
Im Folgenden wollen wir abschlieend ein Resultat zur Invertierbarkeit von Operatoren
geben, das es uns in manchen Féllen erlaubt explizit die Inverse zu bestimmen.

Lemma 3.8 (Neumann-Reihe). Sei X ein Banach-Raum und T € £ (X) mit

Hl/m

lim sup || T™ < 1.

m—0o0

Dann ist I — T bijektiv mit (I —T)™' € £L(X) und es gilt

([ - T)il = iTna
n=0

wobei T° := I die Identitit auf X sei.

Beweis. Wéhle m € N und 6 € (0,1) mit ||7T™] < 6™ fiir alle n > m. Betrachtet man die
Partialsummen S; = Z;:o T™. Dann gilt fiir m < k <1

l 00
1S =Sl < > 1T < Y 6" =0 fiir k1 — 0.

n=k+1 n=k+1

Somit ist (5));en eine Cauchy-Folge und deswegen konvergent. Sei S := lim;_,, .S;. Dann
ist wegen [ — T € Z(X)

(I-T)S=lm(I—-T)S = lim(I-T"") =1,
l—o0 l—o0

denn || T < 0! — 0 fiir [ — oo. O

3.2 Dualrdume

Ein wesentliches Konzept der Funktionalanalysis ist die Betrachtung von Dualrdumen,
um Eigenschaften der zugrundeliegenden normierten Rdume zu erhalten. Wie bereits in
Satz 3.4 festgestellt wurde, ist zu einem normierten K-Vektorraum X der Dualraum X*
versehen mit der Norm

|lz*|| = sup |z*(z)] Ve X' = 2(X,K)

llzl x <1
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3 LINEARE OPERATOREN 3.2 Dualraume

ein Banachraum. Nach Beispiel 3.6 ist auch fiir reellwertiges g € LI(£2, i)

1,fi= [afdn Ve @)

Q

ein lineares Funktional T, € (LP(2, 1))* (wobei im Folgenden stets reellwertige Funktio-
nen betrachtet seien) und g lésst sich als Element von (LP(€2, u))* auffassen. In Analogie
zu Skalarprodukten bzw. Bilinearformen schreiben wir auch fiir die Anwendung des Funk-
tionals

<EJ%=ﬂf=/ﬁfmﬁﬁmﬁ
Q

und bezeichnen dies als duale Paarung von (f,T,) € (LP(, p), (LP(2, p))*). Aus der
Holder-Ungleichung folgt dann

(T, )1 < [ fllpllglly

bzw. ||T,] < |lgll4- Genauer lisst sich zeigen

Lemma 3.9. Sei (0,3, 1) ein Mafraum und p,q konjugierte Holder-Exponenten mit
1 <p,q<oound i + % = 1. Fir g € LY, p) ist |T,]| = ||lgll4, wobei T, wie in Beispiel
3.6 definiert sei.

Beweis. Fiir ¢ =1 und g € L'(Q, i) definiere
fm i 970,
0, g¢g=0.
Dann ist f € L®(Q, p) mit || f]|cc = 1 und

(Tug, f) = [ gf du= [ |gl die = |lg]l1,
[orn=]

Q

sodass das Supremum angenommen wird durch [|73[| = ||g]|:.
Die Fille ¢ > 1 werden in den Ubungen bewiesen.
O

Um zu zeigen, dass T tatséchlich einen isometrischen Isomorphismus darstellt und wir
(LP(§2, p))* = L9(Q, p) identifizieren konnen, geniigt es daher die Surjektivitét zu zeigen.
Dies ist jedoch sehr aufwendig, sodass wir einige Lemmata benttigen. In Analogie zur
Parallelogramm-Identitét folgt

Lemma 3.10 (Hanner Ungleichungen). Sei (2,3, 1) ein MafSraum und f,g € LP(2, ).

(i) Firl <p<2 gilt

A1y + Ngllp” + 111l = Ngllp” < (1 + gllp + [1f = gli} (3.1)

und

11F + gl + 1 = gllol” + [I1F + gllo = I = gllo[” < 22 (A1 + gllp) - (3-2)
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3 LINEARE OPERATOREN 3.2 Dualraume

(i) Fiir 2 <p < oo gelten die umgekehrten Ungleichungen.

Beweis. Offenbar folgt (3.2) aus Ungleichung (3.1), indem man f,g durch f + g bzw.
f — g ersetzt. Die Félle p = 1 und p = 2 sind offensichtlich durch Dreiecksungleichung
und Parallelogramm-Identitdt. Man betrachte den Fall 1 < p < 2 und wihle ohne Ein-
schrankung f, g # 0 und

ol

Sl T

da man sonst geméfl Symmetrie der Ungleichung auch || f]l, < |lg|l, wéhlen kann. Fiir
0 <r <1 setzt man

O<r

afr) == (1+7r)P "+ (1 —rp!
Blr)y=r""(1+rP =1 -rP").

Aus den Ubungen folgt die Abschitzung
la|Pa(r) + |b|PB(r) < |a+ bP + |a —b|P Va,beR
und die Wahl a = f(z),b = g(z) sowie Integration iiber €2 liefert

115 a(r) +llglly B(r) < [1f + gl + L — gll}-

Schliefflich zeigt sich per Definition von r

U+ g™ + AL = g™ < 11f + gll” + 1LF = gll”-
Im Fall p > 2 gelten die umgekehrten Ungleichungen
la|Pa(r) + |b|PB(r) > |a+ bP + |a — b|P Va,beR

und die Aussage folgt analog.
O

Aus diesen Ungleichungen folgen einige Eigenschaften der LP-Rdume. Unter anderem
sind die LP-Raume fiir 1 < p < oo gleichméfig konvex.

Definition 3.11. Ein normierter Raum (X, |- ||) heiBt gleichmé8ig konvex, falls es fiir
jedes € € (0,2) ein ¢ > 0 gibt, sodass

Tty
foll =l =1 und [£52 5126 = -yl <

Beispiel 3.12. Die Dreiecksungleichung impliziert, dass die abgeschlossene Einheitskugel
{z € X | ||z|]|x <1} in einem normierten Raum stets konvex ist.
(a) Prahilbertraume sind aufgrund der Parallelogramm-Identitéit gleichméfBig konvex.

(b) Sei R? mit ||(z1,x2)|| = max (|z1|, |z2|) versehen. Dann ist die Einheitskugel konvex,
aber nicht gleichméfig konvex.

(c) Die Raume L'(Q2) und L>() sind nicht gleichméBig konvex.
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3 LINEARE OPERATOREN 3.2 Dualraume

Korollar 3.13. Sei (2, %, 1) ein Mafiraum. Dann ist LP(Q, ) fir 1 < p < oo gleichmdfsig
konvex.

Beweis. In den Ubungen zeigt man die folgenden Ungleichungen von Clarkson, wobei
g =p/(p—1) der duale Exponent sei. Fiir p € (1,2) gilt

-1
Lf +gllg + 11 = gllz < 2 (1715 + llgl5)*

und fiir p > 2 hat man

1f =+ gllp + 11 = glly < 27 (A1 + llall?) -

Fir 1 < p < 2 folgt damit fiir ¢ > 0 und f,g € LP(Q, ) mit ||f]|, = |lg][, = 1 und
If +gll >2(1-9)

If = gllp < (27— 2= )" =2(1 = (1= 9)1)"* =e

fiir 6 =1 — (1 — (¢/2))¥7 > 0.
Die zweite Clarkson Ungleichung liefert analog fiir § = 1 — (1 — (£/2)?)"/? > 0 die Unglei-
chung

If = glly < (2 = 2L =8)")"" =2(1 - (1-6p)7" =e.

Ahnlich wie in Hilbertraumen lassen sich Minimierungsaufgaben eindeutig 16sen.

Satz 3.14. Sei (X, ||-]|) ein gleichmiflig konvexer Banachraum und A C X abgeschlossen,
konvex, nicht-leer und x € X. Dann existiert ein eindeutiges xq € A, sodass

lz = ol = dist (z, A) = inf [z —al.
Beweis. Siehe Ubungen. O

Satz 3.15. Seien 1 < p,q < oo mit % +% =1 dual und (0, %, p) ein MafSraum. Dann ist
die Abbildung

¢+ LA, ) = (LP(Q, )"

g 8, mit  ¢g(f) = /gf dp Y f€LP(Qp)

Q
ein linearer isometrischer Isomorphismus.

Beweis. Nach Lemma 3.9 bleibt zu zeigen, dass ¢ surjektiv ist. Sei L € (LP(2, u))" und
K:={g € LP(Qn) | Lg =0} =ker (L)

K ist ein linearer und abgeschlossener Unterraum von LP(Q, u). O.B.d.A. nehme man
L # 0 an, dann findet man ein h € LP(Q, ) \ K. Nach Satz 3.14 gibt es dann genau ein
f € K mit
— = inf ||g — .
If =l = inf llg — 2l >0
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Also besitzt die reellwertige Funktion t — ||f + tg — h[|P fiir ein beliebiges g € K ein
Minimum bei ¢ = 0. Diese Funktion ist differenzierbar nach den Differentiationsregeln fiir
Parameterintegrale mittels majorisierter Konvergenz und es ist p > 1

d _
g/lfﬂg—hlpdu:p/|f+tg—h|p > (f+tg—h)-gdu
Q

Also erhélt man mit ¢ = 0 und u := |f — h|P"2(f — h) gerade

0:/gud,u VgeK.
Q

Offensichtlich ist u € L9(€2, ) mit [|ul[ = | f — A||} > 0. Fiir ein beliebiges g € LP(£2, u)
schreibe man
= L(g)
L(f = h)
mit Lg =0, d.h. g € K. Also folgt

(f =h)+g.

Jowdn= [0S G- mude= g = hipp s Vae e,
Q Q

Das bedeutet, dass L = ¢, mit
LN

= ——1
1f = hlLs

ist. Dies zeigt die Surjektivitat von ¢. m

Satz 3.15 bedeutet, dass jedes stetige lineare Funktional L auf LP(, p) fiir 1 < p < oo
als Integraloperator geschrieben werden kann. Im Fall p = 1 ist obiger Beweis nicht
durchfiihrbar. Aulerdem benétigt man einen o-finiten Mafiraum.

Satz 3.16. Sei (2, %, ) ein o-finiter Mafsraum. Dann ist die Abbildung

¢ Lo, p) — (LN, )

) — 1
g b, mit qﬁg(f)—/gfdu V fe LY(Q,p)

Q
ein linearer isometrischer Isomorphismus.

Beweis. Nach Lemma 3.9 geniigt es wieder die Surjektivitat nachzuweisen, d.h. dass jedes
L e (L'(Q2, p))* von der Form ¢, ist fiir ein g € L®(Q, p).
Sei zuniichst 1(2) < oo, so folgt mit der stetigen Einbettung L?(Q, u) — LY(Q, 1) aus
Korollar 2.45 auch

(L', 1) C (LA, )" = LX(Q, )
nach eben Bewiesenem. Somit gibt es zu jedem L € (L'(Q, 1))* eine Funktion g € L*(£2, i)
mit

(L, f) = /gf dp YV feLHQp).

Q
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Wir zeigen, dass bereits g € L>®(Q, 1) gilt:
Zu beliebigem A € ¥ betrachte man die Funktion

L {éth g # 07
ga =
0, g=0.

Dann ist g4 € L*(Q, 1) mit

/Igl dp = /ggA dp = (L, ga) < ||Lll[[gally = [[L]n(A).

Nach den Ubungen folgt dann bereits || g||oc < |||, da A € ¥ beliebig war. Es bleibt also
die Fortsetzung auf L'($, ) zu zeigen:
Zu f € LY, 1) wihle man die punktweise fast iiberall approximierende Folge

_ ) flx), falls |f(z)| <k,
Julz) = {O, sonst.

Dann ist fr € L*(Q, 1) und dominierte Konvergenz liefert f;, — f sowie gfy — ¢gf in
LY (9, p), d.h.

(L, f) = Jim (L, fi) = lim Q/ ofi du= Q/ of du.

Der Fall 4(2) = oo kann durch die Annahme, dass der Mafiraum o-endlich ist, behan-
delt werden. Das heifit zu €2 gibt es eine abzéhlbare Ausschépfung durch Teilmengen (2
endlichen Mafles mit

G T C, Q= UQk7 () < 00

keN

Der Raum L'(Q, ) kann auf natiirliche Weise in L'(Q, 1) (normerhaltend) eingebet-
tet werden, indem man die Funktion auflerhalb €2, durch Null fortsetzt. Damit folgt
(LY(Q, u))* C (L' (Q, p))* fiir jedes k € N. Das heiBt zu jedem L € (L*(Q, u))* gibt es
wegen p({2x) < oo genau eine Funktion g € L*(Q, p) mit

@)= [asdn Viel@un
Q
sowie
gl o () = 1Ll (21 () < 1L
Durch die Fortsetzung mit Null haben wir bereits als Integrationsgebiet ganz (2 gewahlt.
Auflerdem folgt damit fiir k£ < ¢, dass g, eingeschrankt auf €2, mit g iibereinstimmt. Das

heifit (gx)ken ist eine monoton wachsende Folge, deren punktweise Grenzwert g existiert
und wiederum messbar ist. Die Abschétzung |gx| < |g¢| impliziert dann |gx| < |g| sowie

gl zoo () < 1Ll

d.h. g € L*>°(Q, p). Nun bleibt die Fortsetzbarkeit auf L'(€, p) zu zeigen:
Zu f € L'(Q,u) wihle man die approximierende Folge f := fxq,, sodass nach dem
bisherigen

(L, fr) = /gkfk du = /gkf du

Q Q

69



3 LINEARE OPERATOREN 3.2 Dualraume

gilt. Dominierte Konvergenz liefert schliellich wieder die Behauptung

(L. f) = /gf du Y feL'(p).

Q

]

Bemerkung: Nach Beispiel 3.6 und Lemma 3.9 ist zwar ¢ : L*(Q, i) — (L>®(2, ))* eine
Isometrie, jedoch im Allgemeinen nicht surjektiv.

Analog zu den LP-Réumen lassen sich weitere Dualrdume mit oft erheblichem Auf-
wand charakterisieren. Beispielsweise lésst sich fiir eine kompakte Teilmenge K C K" der
Dualraum (Cg(K))* durch reguldre Borel-Mafle beschreiben. Einen Beweis findet man
beispielsweise im Buch von H.W. Alt, Satz 4.22 (Satz von Riesz-Radon). Grundlegend
hierfiir ist der Satz von Hahn-Banach, welcher die Fortsetzbarkeit stetiger linearer Funk-
tionale unter Normerhaltung garantiert.

Fiir den Beweis dieses Satzes ist das Lemma von Zorn nétig, weshalb wir kurz grund-
legende Begriffe einer (teilweise) geordneten Menge wiederholen.

Definition 3.17. Eine partielle Ordnung auf einer Menge P ist eine Relation < mit
folgenden Eigenschaften fiir alle Elemente a,b,c € P:

(P1) Aus a <bund b < a folgt a = b. (Antisymmetrie)
(P2) Es gilt a < a. (Reflexivitét)
(P3) Aus a <bund b < cfolgt a <c. (Transitivitét)

Eine Teilmenge M C P heifit total geordnet, falls fiir a,b € M, a # b, entweder a < b
oder b < @ gilt. Ein Element b € P heifit obere Schranke fiir M C P, falls a < b fiir
alle a € M gilt. Ein Element b € P heifit maximales Element in P, falls kein a € P
existiert mit a # b und b < a.

Wir erinnern an das zum Auswahlaxiom dquivalente

Lemma 3.18 (Zorn). Sei P # () eine partiell geordnete Menge, sodass jede total geordnete
Teilmenge von P eine obere Schranke besitzt. Dann enthdlt P mindestens ein maximales
Element.

Definition 3.19. Sei X ein R-Vektorraum. Eine Abbildung p : X — R heifit sublineares
Funktional, falls fiir jedes z,y € X und alle A € R, gilt:

(i) p(Ax) = Ap(z).
(i) p(x +y) < p(x) + p(y).

Lemma 3.20. Sei X ein R-Vektorraum und M
p: X — R ein sublineares Funktional, f : M —

X ein linearer Unterraum. Seien

-
R linear und gelte f(x) < p(z) fir
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x € M. Definiere fiir jedes xg € X \ M die Summe M:=Ma span{zo}, dann gibt es
eine lineare Fortsetzung F': M — R mit

F(x) < p(x) VeeM und Fly=1.

Beweis. Elemente in M besitzen die Gestalt m + tzy fiir m € M,t € R. Fiir ¢p € R
machen wir den Ansatz F': M — R definiert durch

F(m+txg) := f(m)+tcy Vme Mt eR.

Dann ist F linear, F'|y; = f und es bleibt p als Schranke von F' zu identifizieren.
Fir ¢/, y" € M gilt

fW) = ") =W =" <ply + 20 — 20 —¥")
< p(y" + o) + p(—=x0 — ")

Setze

su=swp (=) —pl-wo—y"))  undsai= inf (= f@) +p( + ).

y"'eM y'eM
und wéhle ein ¢q € [s1, s9]. Damit folgt fiir ¢ > 0
F(m + t o) :t-F<?+x0> _t. (f (?) +co>
m
St-p<?+xo> = p(m +txo)

wegen ¢y < So. Andererseits erhélt man fiir t < 0

F(m—i—txo):—t-F(—%—xO) = —t- (—f(?) —co>

wegen ¢g > s;. Hieraus folgt F'(m + txg) < p(m + tx) fir alle m € M, t € R. O

Satz 3.21 (Hahn-Banach (reell)). Sei X ein R-Vektorraum, M C X ein linearer Unter-
raum und f: M — R linear. Sei p: X — R ein sublineares Funktional mit

flz) <p(z) VzeM.
Dann existiert ein lineares Funktional F' : X — R mit
Fly=1f und  F(x) <p(r) VzelX.

Beweis. Im endlich-dimensionalen Fall folgt dies induktiv aus Lemma 3.20. Ansonsten
betrachte man die Klasse der Fortsetzungen

— _ | M c X linearer Unterraum mit M C M. ,
F = <M7 f) ~ . . Tr . I r ’
f lineares Funktional auf M mit f|y, = f und f < p auf M

F ist nicht-leer wegen (M, f) € F. Auf F definiere man eine Halbordnung durch
(M,f)<(N,§) & McCN und §lz=7F
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Wir zeigen nun, dass jede total geordnete Teilmenge von F eine obere Schranke besitzt.
Ist G C F eine total geordnete Menge von F, so lédsst sich die folgende Fortsetzung

= |J N f@)=g(), fallsz € N mit (N,g) €G
(N,9)€G

betrachten. Dabei ist f wohldefiniert, denn fiir x € Ny N Ny, wobei (N1, g1), (Na, g2) € M
seien, folgt aus der totalen Ordnung bereits g1(x) = go(z). Ebenso tibertragen sich die

Eigenschaften f |v = f sowie f < pauf M. Es bleibt also die Linearitit von M sowie f
zu zeigen: -
Fiir gegebene x,y € M und ) € R existieren wegen der totalen Ordnung

(Nzy g2), (Ny,gy) € G mit € N,y € N,,.

mit entweder (Ny, g.) < (Ny, g,) oder (Ny,gy) < (Ng, g,). Folglich ist entweder z,y € N,
oder x,y € N,, sodass auch x4+ \y € M gilt. AuBlerdem ist mit entweder £ = y oder £ = x

Flx+Xy) = ge(z + Ay) = ge(x) + Agely) = f(x) + X f(y).

Dann ist (M ,§) € F eine obere Schranke fiir G und das Lemma von Zorn impliziert nun,
dass ein maximales Element (NN, F') in F existiert. Falls N # X gilt, so wihle man ein
zo € X\ N und wende Lemma 3.20 an. Das heifit es existiert ein H mit (N+zoR, H) € F,
also ist (N, F) < (N +zoR, H) und (N, F) # (N + xR, H). Dies steht im Widerspruch
zur Maximalitiat von (N, F'). Also ist N = X und F': X — R ist linear mit F'|; = f und
F(z) < p(x) fir alle z € X. O

Besitzt p sogar die Eigenschaften einer Norm, erhélt man mit einer kleinen Modifika-
tion fiir den komplexen Fall

Satz 3.22 (Hahn-Banach fiir Funktionale). Sei (X, || -||) ein normierter K- Vektorraum,
M C X ein linearer Unterraum und f € M*. Dann gibt es eine Fortsetzung

FeX” mit  Fly=f und |F|

x+ = || fllaz=-

Beweis. Sei zunédchst K = R. Man definiere p(z) := || f]|a-
sublinear mit

z||. Dann ist p offenbar

f(@) < [f@)] <l ll=ll = plz) Ve M.

Nach Satz 3.21 gibt es daher eine lineare Fortsetzung F': X — R mit F|y; = fund F <p
auf X. Damit ist auch

+F(x) = F(xx) < p(£x) = || fllar-

z|| VrelX,

dh. || F|

x+ < || fllar=- Andererseits gilt

[fllae- = sup |f(z)] = sup [F(z)| < sup |[F(z)| =
zeM. zeEM. zeX

=<1 =<1 [[=]|<1

Also folgt insgesamt || F'||x+ = || f|lar+-
Im Fall K = C fasse man X, M als R-Vektorraume Xg, My auf und betrachte fr € My
mit

fr(z) :=Re(f(z)) Vze Mg
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In der Tat ist fg ein beschrénktes lineares Funktional mit || fg|lazz < || f||as+. Die Linearitit
in C von f liefert

I (f(2)) = Im (f(—i%)) = Im (<if(iz)) = —Re (£(iz)) = — fa(ic)

und damit
f(z) =Re(f(2)) +Im(f(z)) = fr —ife(iz).

Sei nun Fy die Fortsetzung von fr auf Xg mit || Fg|

x: = || fie|lasz - Definiere
F(z) := Fp(z) — iFp(iz) V€ Xg.

Dann ist /' = f auf M und F': X — C ist C-linear, denn F’ ist weiterhin R-linear und es
gilt

F(iz) = Fr(ix) — iFr(—2x) = iF(x).
Die Fortsetzung liefert wiederum || f||ar« < ||F||x+. Fiir die umgekehrte Ungleichung wihle
man zu z € X mit F(x) € C Argument und Radius, sodass F(z) = rel’ ist. Dann folgt

|[P(2)] =7 =Re(e™"F(x)) = Re (F(e™"x)) = Fr(e™"z) < || Filxyll]

und die Aussage wegen || Fi||x: = ||fellag < [|f]lar O

Korollar 3.23. Sei (X, || - ||x) ein normierter K-Vektorraum, Z C X ein linearer Un-
terraum und y € X \ Z. Sei d := dist (y, Z) > 0, dann gibt es ein ' € X* mit |[F| = 1,
Flz =0 und F(y) =d.

Beweis. Setze M := Z @& y K und definiere die lineare Funktion
f:M—K mit f(z+ay):=ad Vaek

Nun ist f|z = 0 und f(y) = d. Es bleibt || f|ls+ = 1 zu zeigen, da die Behauptung dann
aus Satz 3.22 folgt.
Fiir « € K\ {0} und z € Z findet man

fet+ayl=lald<lal [y=(=2)|| = llay+:zlx,

HX

d.h. || fllar- < 1. Andererseits, sei (2, )nen €ine Minimalfolge in Z mit ||y — z,||x — d fiir
n — oo. Dann gilt abschlieBend || f||a+ > 1 geméf

d=f(y—zu) < [ fllar-

y— znllx = || fllad (fir n — o0).

Korollar 3.24. Sei (X, |- ||x) ein normierter K-Vektorraum. Dann gelten
(1) Firaz e X\ {0} gibt es ein f € X* mit ||f|| =1 und f(z) = ||z] x.

(11) X* trennt die Punkte von X, d.h. fir alle 1,9 € X mit x1 # x5 gibt es ein f € X*,
sodass f(x1) # f(xq) gilt.

(111) Ist f(x) =0 fir alle f € X*, so folgt x = 0.
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() Fiir alle x € X gilt
lzllx = sup (f, ).
feX*v
Ifl=1

Beweis. Siehe Ubungen. [
Als weitere Folgerung erhélt man fiir den adjungierten Operator

Korollar 3.25. Seien X,Y normierte Riume und T' € £(X,Y). Dann erfillt der ad-

Jungierte Operator T* € L (Y*, X*) die Identitat || T*| = ||T|.

Beweis. Siehe Ubungen. O

3.3 Losungsmethoden in Hilbertraumen

Bereits fiir den speziellen Hilbertraum H = L?*(£2, ) haben wir gesehen, dass sich H*
mit H selbst identifizieren ldsst. Diese Eigenschaft gilt generell in Hilbertraumen wie der
Darstellungssatz von Fréchet-Riesz zeigt:

Satz 3.26 (Riesz’scher Darstellungssatz). Sei (H, (-,-)) ein Hilbertraum. Die Abbildung
¢: H— H* definiert durch
(6(w)) (v) = (u,v)

ist ein antilinearer (d.h. ¢(ax +y) = @d(x) + ¢(y)) isometrischer Isomorphismus.

Beweis. Die Linearitdt des Skalarprodukts im 2. Argument sowie die Ungleichung von
Cauchy-Schwarz implizieren ¢(u) € H* fiir jedes v € H und ¢(u)(u) = |Jul|* liefert
die Isometrie ||¢(u)||g+ = ||u||m. Die Antilinearitdt folgt ebenfalls aus der Definition des
Skalarprodukts. Folglich bleibt die Surjektivitit zu zeigen.

Sei 0.E. L € H*\ {0} und definiere den linearen Unterraum

M=%erL={ue H|L(u)=0} C H.

Da L stetig ist, ist M abgeschlossen und man erhélt mit Korollar 1.48 genau eine Projek-
tion P: H — M mit (xr — P(x),y) =0 fiir alle y € M,z € H. Zu L # 0 wihle man ein
vo € H mit L(vg) # 0, 0.E. sei L(vg) = 1. Definiert man v = vy — P(wvp), so ist (v,y) =0
fir alle y € M und wegen P(vy) € M gilt L(v) = L(vy) = 1. Nun schreiben wir fiir
beliebiges v € H = M & M+

u=u—Luv+ Luv  mit u— LluveM

und es folgt
(v,u) = (v,u = L(u)v) + (v, L(w)v) = L(u)|[v]?

bzw. L = ¢(v/||v]]?). O

Bemerkung: Aus dem Satz 3.26 folgt, dass H* die Struktur eines Hilbertraums besitzt.
Fiir f,g € H* definiert man

(f7 g)H* = (¢7lga ¢71f)

und es ist || f[[3. = |~ fll7 = (f, fu--
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Als Folgerung bzw. Erweiterung auf allgemeinere Sesquilinearformen erhélt den wich-
tigen

Satz 3.27 (Lax-Milgram). Sei (H, (-,-)g) ein Hilbertraum iber K und a : H x H — K
eine Sesquilinearform (d.h. linear im zweiten und antilinear im ersten Argument). Es gebe

Konstanten 0 < ¢y < Cy < 0o mit

la(z,y)| < Collellullylla  VayeH, (Stetigkeit)
Re (a(z, 7)) > ¢ ||z||% VreH. (Koerzivitit)

Dann existiert genau ein linearer Operator A : H — H mit
a(zr,y) = (Az,y)g  Va,y € H.
Ferner ist A € £ (H) invertierbar mit ||A|| < Co und ||A7Y| < ¢yt

Beweis. Fir © € H ist die Abbildung y — a(z,y) in H* mit |la(x,- )| < Co||z| . Nach
Satz 3.26 existiert fiir ein beliebiges © € H genau ein A(z) = ¢ 'a(z,-) € H mit

a(z,y) = (A(z),y)  VyeH und [|A@@)|x = [la(z, )] < Collz|a-
Weiterhin gilt fiir beliebige y € H

(A(x1 4+ A22),y) = a(xy + Axa,y) = a2y, y) +Xa($2, )
= (A(z1),y) + A (A(22), ) = (A1) + A A(22),9) ,

d.h. A€ Z(H) mit |A| < C,.
Die Koerzivitat impliziert die Injektivitdat von A, denn

collz[I* < Re (a(z, 2)) = Re (Az,2) < [(Az, 2)| < [|Az]|[|=|].

Wir bemerken zunéchst, dass ran (A) = {Axz | x € H} ist, denn fiir ein Folge (Ax,)nen
in A mit Az, — y in H ist (Az,),en eine Cauchy-Folge und wegen ||Ax| gy > col|x||u
ist auch (z,)nen eine Cauchy-Folge in H. Somit gibt es ein x € H, sodass x,, — = und
aufgrund der Stetigkeit von A folgt y = Az und y € ran (A).
Aus Satz 1.50 folgt

H = (ran (A)) @ (ran (A))".

Es bleibt der Fall (ran (A))t # 0 fiir die Surjektivitit zu betrachten. Dann gibt es ein
zg € (ran (A))L, o # 0, mit (Azg,79) = 0 im Widerspruch zur Koerzivitit. Damit ist
ran (A) = H und A ist bijektiv.
Somit ist A~! wohldefiniert und ebenfalls linear. Weiterhin folgt aus |[|Az|| g > col|z| gz die
Abschiitzung ||A7Y| < ¢y, denn

ol A7y < |AA D) =ll2lln VzeH

[]

Eine Variante des eben bewiesenen Satzes von Lax und Milgram ist folgendes fiir die
Anwendung wichtige
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Korollar 3.28. Sei (H, (-,-)m) ein Hilbertraum tiber K und a : H x H — K eine stetige,
koerzive Sesquilinearform und L € H* gegeben. Dann existiert genau eine Losung x € H

des Variationsproblems
a(r,y)=L(y) VyeH.

Auferdem gilt ||| < cg || Ll|. Falls a zusdtzlich antisymmetrisch ist, d.h.

a(z,y) =aly,z) Vwz,yecH,

so st die Losung des Variationsproblems auch das absolute Minimum des Funktionals

1
F(y) = 5 aly,y) — Re L(y).
Beweis. Mit den Notationen aus den vorherigen Sétzen ist

a(z,y) = (Az,y)n = (6(Az))(y)  Vwye H

und ¢A : H — H* bijektiv. Daher ist z := (¢A)"'L = A71¢~1L die eindeutige Losung
des Variationsproblems und es gilt

1, 1., .- 1
|zllm = [A™ ¢ Lllx < —[l¢™ Llla = —||L]|
Co Co
Ist a ein Skalarprodukt, so folgt mit Re L(y — z) = Re(a(z,y)) — a(z, )

F(y) = F() = 5 (aly.y) + a(e,2) ~ Rea(z,9) = 3 alz — 9,2~ 4) > 2 o

N | —

]

Als Anwendung des Satzes von Lax-Milgram betrachten wir sogenannte elliptische
partielle Differentialgleichungen. Dazu sei {2 C R™ offen und beschrinkt und wir suchen
reellwertige Funktionen u € C?(f2) als Losung der elliptischen Differentialgleichung

— i 82 i aijaju + bu = f in Q,
i=1 j=1

wobei b, f € C(Q2) und a;; € CH(Q) reellwertig vorgegeben seien. Des weiteren sei der
obige Differentialoperator gleichméflig elliptisch, d.h. es gebe ein v > 0 mit

Z ai;(2)ziz; = 7|2 VzeR" xe (Positivitdtsbedingung)
ij=1

Ein Beispiel hierfiir ist die Poisson-Gleichung
—Au=f

oder mit f = 0 auch Laplace-Gleichung genannt. Damit diese partielle Differentialglei-
chung eindeutig losbar ist, benttigt man weitere Bedingungen, sogenannte Randbedin-
gungen. Wir betrachten hier nur die gebrauchlichsten Varianten von Randwertproble-
men (RWP):
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(i) Dirichlet-RWP: Man suche u € C?*(Q)NC(Q), sodass die Gleichung erfiillt ist und
u = g auf 0 fiir ein gegebenes g € C(0N) gilt.

(ii) Neumann-RWP: Man suche v € C?(Q2) N C1(), sodass die Gleichung erfiillt ist

und . .
—ZmZaij -0ju =g auf dQ,
i=1  j=1

wobei v = (v1,...,1,) als &uBere Normale auf 9Q und g € C'(912) gegeben sind.
Losungen u € C%(Q) N C(Q) bzw. u € C%() N C*(Q) heifen auch klassische

Losungen, da sie im klassischen Sinne differenzierbar sind. Jedoch wird bereits anhand
der Poisson-Gleichung klar, dass fiir eine solche Losung f als stetig vorausgesetzt werden
muss. In vielen Féllen in der Praxis gibt es jedoch auch unstetige Daten in einer partiellen
Differentialgleichung und man muss den Losungsbegriff abschwéchen.

Sei hierzu v € C?*(Q) N C(Q) eine klassische Losung der obigen elliptischen Diffe-
rentialgleichung zu homogenen Dirichlet-Randbedingungen, d.h. sei ¢ = 0, dann
multiplizieren wir die Gleichung mit einer Testfunktion £ € C2°(£2), integrieren tiber (2
und erhalten

/[_Zn:@'zn:%ajqubu—f]ﬁd/\":O VEe O ().
A =1 j=1

Hat €) einen stiickweise glatten Rand 052, so folgt mit partieller Integration unter Beach-
tung von {|gq =0

/Z 0> ayu+ (bu— fIEAN" =0 VEeCR(Q).
o =1 =1
In dieser variationellen Formulierung der Differentialgleichung lésst sich eine Losung be-
reits im Sobolev-Raum W (Q) definieren, sofern a;;,b € L>(Q2) und f € L} .(Q) erfiillen.
Dass eine Losung v € W1(Q) auch zumindest fast iiberall definierte Randwerte be-
sitzt, liegt an dem Spuroperator S : W1(Q) — LY(99Q), welcher fiir stetige Funktionen
u € WH(Q) N C(Q) mit den tatsichlichen Werten von ulsq iibereinstimmt. Zur Reali-
sierung der Nullrandwerte im Dirichlet-RWP verwendet man daher den Abschluss von
C(2) bzgl. der WH'-Norm bzw. allgemeiner beziiglich der W *-Norm (siehe Abschnitt
2.3)

WP (Q) == {u € W™P(Q) | 3 (ug)reny C C(Q) : |lu — ug||myp — 0 fir k — oo}

Unter gewissen Voraussetzungen zeigt sich, dass diese Funktionen tatséichlich Nullrand-
werte im verallgemeinerten Sinn einer Spur besitzen. Da uns mit dem Satz von Lax-
Milgram eine Methode in Hilbertriumen zu Verfiigung steht, betrachten wir W,2(€) und
schreiben abkiirzend in der iiblicheren Schreibweise Hj(€2).

Definition 3.29. Sei  C R" offen und beschrinkt. Seien a;;,b € L>(Q2) und f € L*(Q),
sodass die Positivitdtsbedingung fiir a;; A\"-fast tiberall in 2 erfiillt ist. Eine Funktion
u € H}(Q) heiit schwache Lésung des homogenen Dirichlet-RWP, falls

/iaiéiaijaju + buf dA” = /f§ A\ Ve HY(Q).
i=1 j=1 A

Q
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Aufgrund des Abschlusses geniigt es, diese Gleichung fiir alle £ € C2°(Q2) zu iiberpriifen.

Existiert eine schwache Losung u € C?(Q)NC(€), so lisst sich wiederum partiell inte-
grieren fiir alle Testfunktionen £ € C'2°(€2) und man erhélt die Differentialgleichung durch
das Fundamentallemma 2.59 der Variationsrechnung. Stetige Nullrandwerte werden dann
durch den Spuroperator iibertragen und man erhélt eine klassische Losung.

Im Fall der homogenen Neumann-Randbedingung liefert partielle Integration ebenfalls
eine Integralgleichung, wobei in diesem Fall mit Funktionen aus C'*°(2) getestet wird. Die
Randbedingung liefert dann

Definition 3.30. Sei Q C R" offen und beschriinkt. Seien a;;,b € L®(Q) und f € L*(),
sodass die Positivitdtsbedingung fiir a;; A"-fast iiberall in €2 erfiillt ist. Eine Funktion
u € H(Q) heifit schwache Losung des homogenen Neumann-RWP, falls

/ 06> aydut bue dX* = / fEANT Ve HA(Q).
o =1 j=1 0

Aufgrund des Abschlusses geniigt es, diese Gleichung fiir alle ¢ € C*(€) zu iiberpriifen
(siehe Definition 2.60).

Man macht sich leicht klar, dass eine schwache Losung u € C?(Q) N C*(Q) des
Neumann-RWP eine klassische Losung ist, sofern das Normalenfeld v auf €2 hinreichend
regulér ist, etwa C*.

Um den Satz von Lax-Milgram fiir die Existenz und Eindeutigkeit von schwachen
Losungen zu benutzen, wird nun diese Integralformulierung verwendet. Man will die linke
Seite als eine Bilinearform auf einem geeigneten Hilbtertraum betrachten und die rechte
Seite als Linearform. Geeignete Hilbertriume sind dabei Hy*(Q) bzw. H“*(Q) und man
erhélt

Satz 3.31 (Existenz fiir schwaches Neumann-RWP). Sei Q C R™ offen und beschrdnkt.
Seien a;; € L*>(R2), sodass die Positivititsbedingung fir a;; N*-fast iberall in ) erfillt ist.
Fiir b € L=(Q) gebe es ein by > 0 mit b > by \"-f.i. in Q und sei f € L*(Q).

Dann existiert genau eine Losung u € H"?(Q) des schwachen Neumann-Problems und es
gibt ein von f,u unabhdingiges ¢ > 0 mit

[ullr2 < c|[f]l2-
Beweis. Fiir u,v € HY*(Q) definiere

a(u,v) := Z /aij Oiu 0jv +buv d\",
ij=17¢,

dann ist a ist linear und wegen K = R sesquilinear. Nun ist a auch stetig, denn

n
Jau, o) < D llassllocllOzull2ll 0012 + [1Bllos ullz]lv]l:

ij=1

n
< (Z [laij]loo + Hb\|m> Nl ol 2

ij=1
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a ist auch koerziv mit ¢y = min{~, b }:
a(u,u) > 7/2 |0;ul? AA™ + by / ul> AX" > ¢o - Jull3 ..
o J=1 Q
Fiir v € H?(Q) definiere man das lineare Funktional L mit
L(v) = /fv dA™.
0

Dann ist L € (H>2(2))", denn ||L|| < ||f|l2 < oo wegen

L) < [[fll2ll]1.2

Damit besitzt das Variationsproblem
a(u,v) = F(v) Voe H(Q)

genau eine Losung u € HY2(Q) mit

1 1
lullz < —IILIF < —[1fll2.
0 Co
O

Fiir das schwache Dirichlet-Problem erhélt man dasselbe Resultat. Wobei sich das

Resultat mit der in H}(Q) giiltigen Poincaré-Ungleichung auf b > 0 verallgemeinern lisst
(siche Ubungen).
Dass schwache Losungen hinreichend reguldr und damit wiederum klassische Losungen
sind, ist nicht leicht zu zeigen. Damit beschéftigt sich die Regularitétstheorie fiir elliptische
Gleichungen, welche wir in den Vorlesungen iiber partielle Differentialgleichungen weiter
verfolgen werden.

3.4 Hauptsatze fiir Operatoren

In diesem Abschnitt finden sich fundamentale Sétze der linearen Funktionalanalysis, unter
anderem auch das Prinzip der gleichméfigen Beschréinktheit, welches aus der punktweisen
Beschréanktheit einer Familie von linearen Operatoren bereits Beschrénktheit bzgl. der
Operatornorm folgert.

Lemma 3.32. Sei (X,7T) ein topologischer Raum. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Es sei (A;)ien eine Folge abgeschlossener Mengen. Falls das Innere von A; leer ist
fiir alle i € N, so ist auch das Innere von |J A; leer.
i€N
(i1) Es sei (B;)ien eine Folge offener Mengen. Falls B; dicht in X ist fiir jedes i € N, so
ist auch (| B; dicht in X.

ieN
Beweis. Nach den Ubungen gilt X \ A = (X \ A)°, sodass die Aussage direkt folgt, denn
eine Menge ist dicht genau dann wenn das Komplement ein leeres Inneres besitzt. O]
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Definition 3.33. Ein topologischer Raum (X, 7) heifit Baire’scher Raum, falls eine
der dquivalenten Bedingungen aus Lemma 3.32 erfiillt ist.

Satz 3.34 (Baire). Jeder vollstindige metrische Raum ist ein Baire’scher Raum.

Beweis. Sei (X, d) ein vollsténdiger metrischer Raum mit X # ). Sei (B;);en eine Folge
offener und dichter Mengen. Wir zeigen B = X fiir

B;:ﬂBi.

1€N

Dazu zeige man, dass fiir eine beliebige nicht-leere offene Menge G C X der Schnitt GN B
nicht-leer ist. Da B; offen und dicht in X ist, ist G N By # () und offen. Deswegen kann
man ein 1 € (0,1] und z; € X finden mit B., (z1) C By NG.

Da By offen und dicht in X ist, ist B, (z1) N By # 0 und offen. Also findet man ein
ez € (0,3] und 22 € X mit B.,(x2) C B.,(21) N By. Iterativ findet man ¢, € (0,+] und

T, € X mit

B., (z,) C Be, ,(z,-1)N B, VneNn>2.
Aufgrund der Schachtelung ist (z,,)nen ist eine Cauchy-Folge in X, denn fiir alle m > n
ist
1
d(zp, xm) <&, < ——0 fiir m,n — oco.
n

Da X vollstandig ist, existiert der Limes x = lim,,_,o, x,, und wegen x € B., (x,) fiir alle

k > n gilt dies auch fiir den Limes. Per Konstruktion ist folglich z € GN (| B; # 0. O
ieN

Satz 3.35 (Banach-Steinhaus). Sei (X, ||-||x) ein Banachraum, (Y, |-|ly) ein normierter
Raum und F C Z(X,Y), sodass fir jedes x € X eine Schranke C, > 0 existiert mit
sup || Tz|ly < Cy. Dann gilt bereits supper [|T]| < oo.

TeF

Beweis. Fiir k € N setze man

Dann ist nach Voraussetzung

UAk:X.

Auflerdem ist Ay fiir jedes £ € N abgeschlossen, denn fiir eine Folge (z;)jen in Ay mit
x; — x fiir j — oo gilt fiir beliebiges j € N:

[Tzlly <IT(z)lly + 1T —zj)lly <k + 1T llz —zllx VT eF

Fiir ein festes T' € F und beliebiges ¢ > 0 wihle man also j so groB, dass ||z —z;||x < T
Dann ist | Tz|| < k + ¢ und fiir € — 0 erhélt man ||Tz|| < k. Da die obige Abschétzung

aber fiir beliebige T' € F gilt, ist auch sup ||Tz|| < k, d.h. z € Aj.
TeF

Nach Satz 3.34 gibt es wegen X = X ein ko € N mit /iko # (). Man findet also ein zg € X
und gy > 0 mit B, (zg) C Ag,. Folglich hat man fiir beliebige y € X mit ||y|| < &g

ITylly =Ty +x0) = Twolly <[IT(y +z0)lly + [Twolly <ho+Coy VT €F
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und schlie3lich

k+ Cy,
&

sup [|[Ty|ly < VT eF.

llyllx <1

[]

Definition 3.36. Seien X,Y topologische Rédume, so heifit eine Abbildung f : X — Y
offen, falls gilt
U offen in X = f(U) offen in Y.

Satz 3.37 (Satz von der offenen Abbildung). Seien X,Y Banachriume. Dann gilt fiir
TeZ(X,)Y)
T surjektiv & T offen.

Beweis. Sei zuniichst T' offen, dann gibt es ein § > 0 mit BY (0) C T(B;*(0)) und die
Linearit#t von T liefert fiir beliebiges 7 > 0 auch BY (0) C T(Bf%(O)), sodass T' surjektiv
ist. Genauer gilt

T offen & 36>0: BY(0)CT(B;0)),

wie man sich leicht mit einem Skalierungsargument klar macht.
Ist nun T surjektiv, so geniigt es ein 7 > 0 zu finden mit BY (0) C T'(B;¥(0)). Wegen

Y =T(X) = [ T(BX(0))

neN

existiert nach dem Baire’schen Kategoriensatz 3.34 ein n € N, sodass T'(B;X(0)) ein nicht-
leeres Inneres besitzt. Daher gibt es ein € > 0 und yg € Y gibt mit

B (yo) € T(B;(0)).

Damit gibt es zu jedem y € BY(0) eine Folge (z;)iey C B:X(0) mit Tx; — y + yo fiir
© — 00. Nun existiert ein ¢ > 0 mit

B; (0) € T(B{¥(0)).

In der Tat, wahlt man ein zy € X mit T'zy = ¥, so liefert die Linearitdt eine Folge in

B;*(0) mit
T< i — %o )—> y fiir 7 — oo.
n + ||zol| x n + || zol| x

Nun ldsst sich 0 = ¢/(n + ||zo||x) wéhlen.
Wihle nun zu yo € BY (0) ein approximierendes zy € Bi¥(0), sodass yo — Txg € Bgl/Q(O).

Damit ist y; := 2(yo—T'7¢) € BY (0). Fihrt man analog mit y; fort, so erhélt man induktiv
Punkte v, € BY (0) und x5, € BX(0) mit

Y1 = 2(yr — Tx).
Zum einen ist T(27%x;) = 2%y, — 2=*+ Dy, und eine Teleskopsumme liefert
T (Z Z_ka:k> = Yo — 2_(m+1)ym+1 — o (fir m — o0).
k=0
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3 LINEARE OPERATOREN 3.4 Hauptsétze fiir Operatoren

Andererseits sind die Partialsummen

SOl x> 27 =2
k=0 k=0
konvergent bzw. die Reihe

T = ZQ‘kxk eX
k=0

absolut konvergent in X und, da X ein Banachraum ist, auch konvergent (siche Ubungen).
Damit folgt ||z||x < 2 und die Stetigkeit von 7' impliziert Tx = yo. Dies zeigt, dass

BY (0) € T(BY(0)) bzw. BY,(0) € T(B{¥(0)) gilt. m

Satz 3.38 (Satz von der inversen Abbildung). Seien X,Y Banachriume und T : X —Y
eine lineare, stetige Bijektion. Dann ist T~ € £ (Y, X).

Beweis. T~ ist wohldefiniert und linear. Nach Satz 3.37 ist T offen, d.h. T—! stetig und
damit auch beschrénkt. O

Korollar 3.39. Sei X ein K-Vektorraum und (X, || - ||1) und (X,|| - |l2) Banachriume
tiber X. Es existiere ein ¢ > 0, sodass ||z||1 < c||x||2 fir alle x € X gilt. Dann gibt es ein
d >0 mit

[zl < dflely  V2eX,

d.h. die zweir Normen sind dquivalent.

Beweis. Aus der Annahme folgt, dass die Identitét id : (X, ||-|2) = (X, ||-]|1) eine stetige
bijektive Abbildung ist. Nach Satz 3.38 ist dann id ™" : (X, || - |l;) — (X, || - ||2) stetig und
beschrinkt. N

Satz 3.40 (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien X,Y Banachriume und ein li-
nearer Operator T : X —'Y gegeben. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Graph (T) := {(z,Tz) € X xY | © € X} ist abgeschlossen in X x Y bzgl. der
Graphennorm ||(z, y)|lxxy = llzlx + [[ylly-

(i1) T ist stetig.
Beweis. Zunéchst ist (X x Y, || - ||xxy) wiederum ein Banachraum, siehe Beispiel 1.31.

<: Sei (z,y) € Graph (7). Dann existiert eine Folge (2 )gen in X mit (zg, Txy) — (2,9)
fir £ — oo. Also konvergieren z;, — z in X und Tz, — y in Y. Da T stetig ist,
muss y = Tz sein und (z,y) € Graph (7'). Damit ist Graph (T") abgeschlossen.

=-: Man definiere die Abbildung
¢ X > X XY, o(x) == (z,T(x)).

Das Bild von ¢ ist ran (¢) = Graph (T") und als abgeschlossene Teilmenge von X x Y
ein Banachraum bzgl. der Norm || || xxy. Daher ist ¢ eine lineare Bijektion zwischen
zwei Banachrdumen und somit auch ¢! : ran (¢) — X mit ¢~ (z, Tz) = 2. Wegen

lo™ (z, T2)llx = llzllx < [I(=, T7)]|xxy
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3 LINEARE OPERATOREN 3.4 Hauptsétze fiir Operatoren

ist ! eine stetige lineare Bijektion und Satz 3.38 liefert die Stetigkeit von ¢. Da
auch die Projektion P : X x Y — Y definiert durch P(z,y) = y stetig ist, folgt die

Stetigkeit von T'= P o ¢. -

Definition 3.41 (Abgeschlossener Operator). Seien X, Y normierte Rdume. Eine lineare
Abbildung T : X — Y heifit abgeschlossen, falls Graph (T") abgeschlossen in X x Y ist.

Beispiel 3.42. (a) Fiir offenes und beschrinktes Q ¢ R”?, 1 < p < 0o, sind auf W, (Q)
nach der Poincaré-Ungleichung die Normen || - ||;, und ||V - ||, d4quivalent.

(b) Seien X = C*([0,1]) und Y = C°(]0, 1]) mit der Norm || - ||o ausgestattet und
T:X Y, Tf={f.

Dann ist der Ableitungsoperator 7" abgeschlossen, aber nicht stetig und (X, || - [|o0) ist
nicht vollsténdig.

(c) Betrachtet man den Ableitungsoperator aus (b) mit
T (X[ llso) = (L2([0,2]), [ Ml2), Tf = F,

so ist dieser nicht abgeschlossen. Verwendet man jedoch (W'2([0,1]), ]| - [|12) anstatt
(X, ]| - |loo), ist T" als schwacher Ableitungsoperator abgeschlossen.

Bemerkung: Oft betrachtet man auch Operatoren 7', welche nur auf einem Untervektor-
raum D C X definiert sind und schreibt dann fiir diesen Definitionsbereich D = dom(7)
bzw. T : dom(T) C X — Y. Dann heifit der Operator abgeschlossen, falls gilt:
Konvergiert eine Folge (x,,)nen fiir x, € D gegen ein € X bzgl. || - [[x und konvergiert
die Folge (T'xy,)nen bzgl. || - ||y, etwa gegen y € Y, so folgt x € D und Tx = y.
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4 Schwache Topologien

Seien X eine Menge und (Y;);c; eine Familie von topologischen Réaumen und fiir alle i € T
Abbildungen ¢; : X — Y; gegeben. Wir suchen die grobste Topologie T auf X, so dass alle
¢; stetig sind, d.h. die Topologie, die am wenigsten offene Mengen enthélt. Seien (2; € Y;
offene Mengen, dann sind notwendigerweise alle ¢; ' (€2;) Elemente von 7. Wir bezeichnen
die Familie aller solcher Mengen mit (Uy)xea und suchen nun das kleinste Mengensystem
T, dass sowohl (Uy)aea enthélt als auch abgeschlossen bzgl. endlicher Durchschnitte und
beliebiger Vereinigungen ist.

Dazu bilden wir zuerst alle moglichen endlichen Durchschnitte von Mengen aus (Uy)aea-
Dieses System bezeichnen wir mit §. Danach bilden wir beliebige Vereinigungen von
Mengen aus S Dieses neue System ist dann 7, denn es ist klar, dass 7 abgeschlossen
bzgl. beliebigen Vereinigungen ist. Dass 7 auch bzgl. endlicher Schnitte abgeschlossen ist,
macht man sich mit etwas Mengentheorie leicht klar.

Lemma 4.1. Sei (z,)nen eine Folge in X. Die Folge (x,)nen konvergiert gegen x € X
bzgl. T genau dann wenn ¢;(x,) — ¢;(x) fir n — oo fir alle i € I konvergiert.

Beweis. Da alle ¢; bzgl. T stetig sind, impliziert z,, — x bzgl. T sofort ¢;(x,) — ¢;(z)
fiir n — oo und alle 7 € 1.

Ist umgekehrt U eine offene Umgebung von z. Da eine Umgebungsbasis von x bzgl. T
durch endliche Durchschnitte der Form ¢;'(£2;), wobei €; offene Umgebung von ¢;(x)
in Y; ist, gegeben ist, kénnen wir annehmen, dass U die Form U = (,.,; ¢; (), J C I
endlich, hat. Fiir alle i € J existiert ein N; mit ¢;(z,) € §; fir alle n > N;. Setzt man
N :=max;cs N;, so ist z,, € U fiir alle n > N. O

Lemma 4.2. Sei (Y,S) ein topologischer Raum und ¢ : Y — X eine Abbildung. Dann
ist Y stetig genau dann wenn ¢; o Y =Y, fiir alle 1 € I stetige Abbildungen sind.

Beweis. Die Hinrichtung ist klar, da Kompositionen stetiger Funktionen wiederum stetig
sind. Sei umgekehrt U € 7. Dann lésst sich die offene Menge U schreiben als

U= o7, Q; CY, offen.
U M ¢

beliebig endlich

Damit folgt mit den Rechenregeln fiir Urbilder aus Analysis 1

) = | vt @) = | ) Biow) ()

beliebig endlich beliebig endlich
und ¢ ~1(U) ist ebenfalls offen. Daher ist ¢ stetig. O

Im Folgenden werden wir zwei wichtige Beispiele solcher Topologien kennen lernen: die
schwache sowie die schwach - % Topologie. Diese schwichen den Konvergenzbegriff bzgl.
einer gegebenen Norm auf einem Banachraum in der Regel wesentlich ab, lassen jedoch
hilfreiche schwichere Aussagen zu. Beispielsweise wird die Losbarkeit der Minimierungs-
aufgaben wie in den Sétzen 1.46 oder 3.14 auf weitere Banachrdume verallgemeinert.
Dabei war die Schwierigkeit die Konvergenz einer Minimalfolge oder zumindest die einer
Teilfolge zu zeigen. Da jedoch in unendlich dimensionalen Banachrdumen die Einheitsku-
gel nicht kompakt ist, ist das nicht moglich. Wie sich zeigen wird, kann aber in manchen
Féllen die Folgenkompaktheit bzgl. einer der schwachen Topologien garantiert werden.
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4.1 Die schwache Topologie

Wir wenden nun die obige Konstruktion auf einen normierten K-Vektorraum X an sowie
auf alle Funktionale f € X* und erhalten

Definition 4.3 (Schwache Topologie). Sei X ein normierter Raum, X* der Dualraum. Die
grobste Topologie T, auf X, sodass alle f € X* stetig sind, heifit schwache Topologie
auf X. Man sagt, eine Folge (z,)neny in X konvergiert schwach gegen x € X, falls die
Folge bzgl. T, konvergiert. Dies ist dquivalent dazu, dass fiir alle f € X* gilt

f(zn) = f(x) bzw. (f,xn) = (f,x) fir n — oo.

Wir schreiben dann auch z, — x fir n — oo.

Lemma 4.4. Sei (X, ||-]|) ein normierter K-Vektorraum. Dann ist (X, Ty) ein Hausdorff-
Raum. Auferdem gilt T,, C Ty auf X fiir die von der Norm induzierten Topologie.

Beweis. Seien x # y in X gegeben. Dann findet man nach Korollar 3.24(ii) ein f € X*
mit f(z) # f(y). Da K als metrischer Raum hausdorff’sch ist, findet man auch offene
Umgebungen U, bzw. U, von f(z) bzw. von f(y) in K mit U,NU, = 0. Dann sind f~(U,)
und f~(U,) offene Umgebungen von z bzw. y bzgl. T, mit f~(U,) N f~*(U,) = 0.

Offensichtlich ist 7). feiner als 7, denn alle Funktionale f € X* sind auch beziiglich 7
stetig, und 7, ist die grobste solche Topologie. O

Damit impliziert starke Konvergenz, d.h. Konvergenz bzgl. der Norm || - ||, stets
auch schwache Konvergenz. Insbesondere sind im Hausdorff-Raum schwache Limiten ein-
deutig bestimmt. Unter welchen Bedingungen die schwache mit der starken Topologie
iibereinstimmt, zeigt

Satz 4.5. Sei (X, || - ||) ein normierter K-Vektorraum. Dann gilt
To =T & dimX <oo.

Falls dim X = oo, so enthdlt jede T, - offene Nullumgebung einen unendlich dimensional-
en linearen Unterraum.

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass fiir xg € X eine Umgebungsbasis bzgl. T, durch
offene Mengen der Form

V={ze X||filz—m) <ec VieJ}=[)f"(Bfi(x))),

ieJ
gegeben ist, wobei J endlich, f; € X* und € > 0 sind.

=: Sei W C X eine 7T, - offene Nullumgebung und seien f1,..., fr € X* und € > 0 mit
Vi={reX||filx))<e Vi=1,...,k} CW.
Betrachte den linearen Unterraum

N:={zeX| filx)=0 Vi=1,....,k} CW.
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4 SCHWACHE TOPOLOGIEN 4.1 Die schwache Topologie

Falls dim X = o0, so ist auch N unendlich dimensionaler Untervektorraum, was
sofort aus der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen folgt. Wére nun die Norm-
kugel B1(0) = {x € X | ||z|| < 1} € Tu, so gibe es eine obige Nullumgebung
W C By(0), jedoch enthélt B;(0) sicherlich keinen linearen Unterraum. Das zeigt
T 7 Ty

<: O.B.d.A. sei X = K" mit ||zl = max;—q

fiz) ==, Vi=1,...,n.

Ist nun 2 € 7. offen, so gibt es zu jedem zy € Q eine Kugel B.(zy) C 2 und man
erhélt mit f;

B.(xog) D{z e X | |filr —xo)| <e Vi=1,...,n} =1 Uy,
und wegen U,, € T, ist auch

Q=) Uy €Ta
ToES

offen. Damit ist insgesamt 7,, = 7}
O

Im Allgemeinen ist der topologische Raum (X, 7,,) jedoch nicht metrisierbar und die
Begriffe Kompaktheit, Abgeschlossenheit oder Stetigkeit bzgl. der schwachen Topologie
lassen sich nicht mit dem entsprechenden schwachen Konvergenzbegriff fiir Folgen cha-
rakterisieren (siche Ubungen).

Beispiel 4.6. (a) Sei 1 < p < oo, (2,%, 1) ein Mafiraum, der fiir p = 1 o-finit sei. Dann
gilt nach den Sétzen 3.15, 3.16 (fiir reellwertige Funktionen) fur % + % =1

foof W IMQp) e /fkgdw/fgdu Vg LIS ).
Q Q

(b) Es ldsst sich mit einigem Aufwand zeigen, dass im Folgenraum ¢! schwache Konver-
genz dquivalent zur Normkonvergenz ist (Lemma von Schur), jedoch ist nach Satz 4.5

Tw # T
(¢c) Fiir 1 < p < oo ist im Folgenraum ¢ eine Folge (z¥),cy genau dann schwach
konvergent mit z*) — z fiir k — oo, wenn die Folge beschriankt ist und fiir jedes
i€ N gilt :L‘Ek) — x; fiir K — oo.
Neben dem Dualraum X™* spielt oft auch der Bidualraum
X = (X" = Z(X",K)
eine wichtige Rolle. Fiir x € X definiert man das lineare Funktional 2 auf X* durch
(f)={f2)=fx) V[feX"

Die Abbildung
Jx : X = X" Jx(z):=2 VzeX

heifit die natiirliche (oder kanonische) Inklusion und man erhélt
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Lemma 4.7. Sei (X, || - ||x) ein normierter K-Vektorraum. Dann ist die natiirliche In-
klusion Jx : X — X™* eine lineare Isometrie.

Beweis. Aus der Abschitzung [Z(f)] < || f] - [|z|lx folgt die Wohldefiniertheit von Jx und
Jx ist offenbar linear. Andererseits gilt nach Korollar 3.24

1 Tx ()|l x+ = [|Z]|x+ = sup [Z(f)] = sup [f(z)] = [lz||x.
ex~, ex,
lFl1=1 Ifl=1
O
Daraus folgen weitere Eigenschaften einer schwach konvergenten Folge.
Lemma 4.8. Seien (X, | - ||x) ein normierter K-Vektorraum, x € X und (zx)ren eine

schwach konvergente Folge in X mit xp — x fiir k — oco. Dann gelten

(i) (Tg)ren ist beschrinkt und erfillt

llz||x < liminf ||z x.
k—o0

(i1) Konvergiert fr, — f stark in X* fir k — oo, so konvergiert
(fo,xr) = (f,x)  fir k— oo.

Beweis. (i) Nach Voraussetzung gilt f(zx) — f(x) fur jedes f € X*. Betrachtet man
die natiirliche Inklusion Jy von X in seinen Bidualraum X** und die Folge (Zj)ken
von linearen Operatoren mit 7, := Jx(z;) € £(X*,K), so ist diese punktweise fiir
f € X* beschrénkt geméB |Z,(f)| = | f(zx)| < cf, denn (f(zx))ken konvergiert in K.
Nach Satz 3.35 ist die Folge damit bereits gleichméflig beschrankt und es gibt ein
¢ > 0 mit

o < C.

sup ||z
keN

Das impliziert nach Lemma 4.7 die Beschrénktheit der Folge, d.h.

|zl x = [[Ix(xr)||x~ < c VkeN.

Aufgrund der schwachen Konvergenz ist dann auch
(@)l = lim |f(zx)] < liminf [} f[[{Jo] x
—00 k—o00
und Korollar 3.24 liefert

|lz|lx = sup f(z) < liminf ||z x.
fex* k—o00

If1=1

(ii) Folgt aus der Abschitzung

[filex) = F)] < (fx = Fllllzellx + [ (2n) = F@)] < ellfe = fI 4 [f(2x) = f(@)].
O
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Beispiel 4.9. Im Folgenden sei 1 < p < oo,n € N.

(a) Betrachte die Einheitsvektoren e, = (0,...,0,1,0,...) € ¢? mit der 1 an der k-ten
Stelle. Dann ist |leg|l, = 1 fir alle k£ € N, aber e, — 0 fiir kK — oo, d.h. (ej)reny kann
nicht stark konvergieren.

(b) (Konzentration) Sei ¢ € C,(R™) mit suppt C B1(0) und |[¢||z»rn) = 1. Definiere
fr i B1(0) > R, x> E"Pip(k).

Dann gilt || fi || o510y = [[¥||p@n) = 1, fe(x) — 0 fiir  # 0 und fi — 0 in LP(B,(0))
fiir k — oo.

(c) (Oszillation) Sei © = (0,1) C R undi h : R — R p-periodisch, d.h. h(x + p) = h(z)
fiir alle z € R mit ||h||1r(q) < co. Definiere gy(x) = h(kx), so ist ||gk||Lr@) = |2l e
und

1 P
g — —/ h dA in LP(Q).
P Jo

Wie bereits im Beweis von Satz 4.5 erwéhnt, ist die bzgl. der Norm offene Kugel B;(0)
im unendlich dimensionalen Fall nicht beziiglich 7, offen. Entsprechend ist X \ B (0)
nicht schwach abgeschlossen, d.h. nicht abgeschlossen beziiglich 7,,. Wir wollen nun
zeigen, dass jedoch konvexe Mengen M C X, welche (stark) abgeschlossen sind bzgl. der
Norm, bzgl. schwacher Konvergenz abgeschlossen sind. Dazu benétigen wir die folgende
geometrische Variante des Satzes 3.21 von Hahn-Banach.

Satz 4.10 (Trennungssatz). Seien (X, | - |lx) ein normierter K-Vektorraum, A C X
abgeschlossen und konvezr. Dann gibt es zu jedem xo € X \ A ein [ € X* sowie ein a € R
mat

Ref(z) <a VzeA und Re f(zo) > «a.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall K = R. Im komplexen Fall gehe man wie im Beweis
von Satz 3.22 vor und betrachte X als R-Vektorraum. Ohne Einschriankung sei 0 € A
(durch Translation und gegebenenfalls Ubergang zu B.(A) fiir £ < dist(xg, A)). Wir defi-
nieren das Minkowski-Funktional fiir z € X

p(x)::inf{r>0]§€A}.

Wegen 0 € A gibt es eine kleine Umgebung B;(0) C A und es folgt
0<plx)<|z||/d <0 VzelX.
Nach den Ubungen ist p sublinear und es gilt
plr) <1 VzeA und  p(zg) > 1.
Wir definieren nun die lineare Abbildung f : span{zo} — R durch
F(Azg) := Ap(zo) VAeR.

Eine Fallunterscheidung fiir A € R liefert f < p auf span{xo} und es lisst sich Satz 3.21
anwenden. Danach existiert eine lineare Fortsetzung F' von f auf ganz X mit F < p.
Wegen 0 € A ist +F(z) = F(+2) < ||z||/6 und damit F € X*. Es lisst sich nun o = 1
wihlen, denn F' < p <1 auf A und F(zg) = f(zo) = p(xo) > 1. O
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Satz 4.11. Seien (X, | - ||x) ein normierter K-Vektorraum, A C X abgeschlossen und
konvex. Dann ist A schwach folgenabgeschlossen, d.h. fiir jede in X schwach konver-
gente Folge xj, — x mit x, € A ist auch x € A. Auferdem ist A schwach abgeschlossen,
d.h. abgeschlossen bzgl. T,,.

Beweis. Wire fiir den schwachen Limes x ¢ A, so gdbe es nach dem Trennungssatz 4.10
ein f € X* und ein o € R mit

Ref(y) <a VyeA  und Re f(x) > a.

Die schwache Konvergenz impliziert aber Re f(z) < «, ein Widerspruch.

Fiir die Abgeschlossenheit bzgl. T, zeigen wir die Offenheit von X \ A. Sei also £ ¢ A,
dann gibt es nach obigem Satz durch Ubergang zu ¢ = —f € X* ein 8 € R (etwa der
Mittelwert 8 = 2(—a + Reg(€))), sodass

Reg(§) < B <Reg(y) VyecA

gilt. Nun ist
Vi={ze€ X|Reg(z)<B}=9g'({z€K|Rez < j})

eine offene Umgebung in 7, mit £ € V' C X \ A und das Komplement von A ist offen. [

4.2 Die schwach-x Topologie

Viele Sitze der Funktionalanalysis beinhalten den Dualraum eines normierten Raums.
Neben der starken Topologie 7)., gegeben durch die Norm auf X*, ldsst sich analog die
schwache Topologie T, wie in vorherigem Abschnitt auf X* definieren, sodass alle Funk-
tionale f € X™* beziiglich dieser stetig sind. Eine weitere etwas schwichere Moglichkeit
bietet sich, indem man sich auf die Funktionale f € Jx(X) C X** der natiirlichen Inklu-
sion einschrénkt. Dabei war (siche Lemma 4.7)

Jx 1 X = X™, Jx(z):=17 VereX
mit dem linearen Funktional 2 auf X* definiert durch
i(f)=(fx)=flx) VfeX"

Definition 4.12 (Schwach-* Topologie). Sei X ein normierter Raum. Auf X* definiert
man die schwach -+ Topologie (bezeichnet mit 7.*) als die grobste Topologie bzgl.
welcher alle f € Jx(X) C X** stetig sind. Man sagt, eine Folge (f,,)nen in X* konvergiert
schwach - x gegen f € X*, falls die Folge bzgl. 7, konvergiert. Dies ist dquivalent zur
punktweise Konvergenz, d.h. dass fiir alle z € X gilt

fo(z) = f(x) bzw. (fn,z) = (f,x) fir n — oc.
Wir schreiben dann f, — f fiir n — oo.

Lemma 4.13. Sei (X,| - ||) ein normierter K-Vektorraum. Dann ist (X*,7T.)) haus-
dorff’sch und schwach-* Limiten sind eindeutig. Zudem gilt T; C T, C T auf X*.
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Beweis. Seien f,g € X* mit f # g gegeben. Dann findet man ein x € X mit f(x) # g(z)
bzw. per Definition Jx(x)(f) # Jx(z)(g). In K gibt es offene Umgebungen Uy, U, von
f(z) bzw. g(x) mit U;NU, = 0. Betrachtet man die (in 7, offenen) Urbilder Jx (z)~*(U;)
bzw. Jx(x)"1(U,), so erhilt man wiederum die Trennungseigenschaft. Somit ist (X*, 7.%)
ein Hausdorff-Raum. O

In endlich dimensionalen Rdumen stimmen nach Linearer Algebra die Dimensionen
von X, X* sowie X** iiberein und mit Satz 4.5 folglich auch die starke, die schwache und
die schwach - x Topologie. Im unendlich dimensionalen Fall ist dies im Allgemeinen nicht
richtig wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden. Wie man sich leicht klar macht, gilt

Lemma 4.14. Seien (X, ||| x) ein normierter K-Vektorraum, f € X* und (fi)ren eine
schwach - * konvergente Folge in X* mit f, — f fir k — oco. Dann gelten

(1) (fr)ken ist beschrinkt in X* und erfillt

/]

k—ro0

(i) Konvergiert xy, — x stark in X fir k — oo, so konvergiert
(frr zr) = (f,7) fir k — oo.

Beweis. Analog zu Lemma 4.8. m

Bemerkung: Fiir einen beliebigen topologischen Vektorraum (X, 7") kann man den Dual-
raum (X, 7)* definieren als denjenigen Raum aller T-stetigen linearen Funktionale auf
X. Dann folgt fiir den normierten Raum (X, || - ||)

(X, To) = X" = (X, Tjy)"

denn jedes f € (X ﬂﬂ.u)* ist per Definition stetig bzgl. 7, und andererseits impliziert
Tw C Ty, dass jede T, - stetige Funktion auch 7. - stetig ist. Analog gilt

(X", Tw) =X = (X" Tjyy.) wund (X7, 70)" = Jx(X) C X

Schwache Topologien spielen deswegen eine wichtige Rolle, weil sie die Kompaktheit
(bzw. die nicht notwendigerweise dquivalente Folgenkompaktheit) der abgeschlossenen
Einheitskugel unter gewissen Voraussetzungen wiederherstellen. In X* sorgt dafiir die
schwach - * Topologie.

Definition 4.15. Sei X ein normierter Raum. Eine Menge M C X (bzw. X*) heifit
schwach (bzw. schwach - x) folgenkompakt, falls jede Folge in M eine schwach (bzw.
schwach - %) konvergente Teilfolge besitzt, deren schwacher (bzw. schwach - %) Limes in M
liegt.

Satz 4.16. Sei (X, || - ||x) ein normierter, separabler K-Vektorraum. Dann ist die abge-
schlossene Einheitskugel

kx- ={f e X" [|fl <1}
schwach - x folgenkompakt.
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Beweis. Sei (2, )men eine dichte Folge in X und (f,,)nen eine Folge in kx«, d.h. || fa] < 1.
Wegen |f,.(z1)] < ||z1]|x ist (fn(21))ken beschrankt in K. Somit gibt es ein oy € K und
eine Teilfolge f,, , (z1) = o fiir k — oo. Ahnlich ist ( fni s (T2))ken beschrinkt in K und es
lisst sich wiederum ein Haufungspunkt ay € K auswéhlen mit f,, , (z;) — o; fiir j = 1,2
und k& — oo, wobei ngyy, eine Teilfolge von ny 4 ist. Iterativ findet man fiir alle £ € N ein
ay € K und eine Teilfolge ng, sodass

fne,k(mj)_)aj Vj:L..,,f fir k£ — oo.

Nun betrachte man die diagonale Folge fiir my := nye. Dann gilt f,,,(z;) — «; fir alle
j € N fiir £ — oo. Fiir beliebige x € X erhélt man

[ fone (@) = foni @) < (Wfomell + Wi ) - Ml = 25l x 4 | fone (25) = Fims ()
< 2|z = jllx + | (25) = Foni (25)]-

Zu gegebenem ¢ > 0 liefert die Dichtheit ein j € N mit ||z — z;{|x < § und die Cauchy-
Eigenschaft von (f,,,(x;))een impliziert

[Fone(@) = @) < 5+ U (35) = fni ()] < €
fiir £, k € N grofl genug. Deswegen existiert der Grenzwert
Zlijgo fm,(x) = f(z) VzelX
Es ist einfach zu sehen, dass f linear ist und wegen

* > I my = )
2% ()] < lmsup || fi, || [|2]] < ||
l—o0

dass f € kx« liegt. Nun folgt aus

Ix (@) (frmy) = Jme(2) = f(z) = Ix(2)(f)  VzeX,

die Konvergenz f,,, — f bzgl. der 7, - Topologie fiir ¢ — oo. O

Beispiel 4.17. Sei X = L>(Q) fur Q = (0,1) C R und fiir € > 0 definiere

1 [° .
Taf::g/ofd)\ Y f e Lo0Q).

Dann ist 7. € (L*°(2))* mit ||7%|| = 1, jedoch gibt es keine Nullfolge (ex)ren, sodass
(T%, )ken schwach - x konvergent in (L>°(2))* ist.

k

Im Hausdorff-Raum X* sind Kompaktheit und Folgenkompaktheit in der Regel ver-
schiedene Konzepte. Um die Kompaktheit der abgeschlossenen Einheitskugel im Dual-
raum zu zeigen, benotigen wir folgenden Satz, der ohne Beweis gegeben sei.

Satz 4.18 (Tychonoff). Sei (X))aea eine Familie kompakter Rdume. Dann ist das Pro-

dukt
X =[] X»
AEA
kompakt bzgl. der Produkttopologie, die auf X definiert ist.
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Bemerkung: Fiir eine (nicht notwendigerweise abzéhlbare) Familie topologischer Réume
(X, 7)) betrachtet man den Produktraum X = [],_, X und die Projektionen

T H Xa = Xi,  (2a)rer — 25
AEA

Die kanonische Topologie auf X ist die schwache Topologie, die sogenannte Produktto-
pologie, d.h. die grobste Topologie bzgl. welcher alle 7y, A € A, stetig sind. (X, T,,) ist
wiederum eine Hausdorff-Raum, falls alle X, A € A, hausdorff’sch sind.

Satz 4.19 (Banach-Alaoglu). Sei (X, || - ||x) ein normierter K-Vektorraum und X* sein
Dualraum. Dann ist

kx- ={f e X" [|fl <1}
kompakt bzgl. der T, -Topologie.
Beweis. Fiir x € X definiere man den kompakten Raum (mit der durch K induzierten

Topologie)
D, = {a €K |l < [lo]lx}

P:=[] D.

zeX

Dann ist das Produkt

mit der Produkttopologie 7p versehen ebenfalls nach Satz 4.18 kompakt. Elemente von P
sind Familien (o, ).cx und kénnen als Abbildungen ¢ : X — K mit ¢(z) = «, aufgefasst
werden. Wegen |o(z)] < ||z]|x fiir jedes x € X ist

kx« =X"NP.

Man zeige nun, dass ky- eine bzgl. Tp abgeschlossene Teilmenge von (P, 7p) ist. Dies
impliziert, dass kx- als abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raumes selbst kompakt
ist bzgl. der von 7p induzierten Teilraumtopologie.

Wir nutzen die Projektionen p, : P — D, mit p,(¢) = a, = ¢(z) und definieren fiir
z,y € X, X € K eine Abbildung

Oayr P =K, 0pya (@) =@+ Ay) — () = Ao(y).

Wegen 0, \ = Pairy — Do — APy ist diese Abbildung stetig bzgl. der Topologie Tp. Da
{0} C K abgeschlossen 1st folgt, dass auch o, L ({0}) abgeschlossen in P bzgl. Tp ist,
d.h.
kX* = ﬂ nyA {O}
z,yeX
AeK

ist abgeschlossen und deswegen auch kompakt bzgl. Tp.
Nun zeige man 7 |k,. C Tpliy., was die Kompaktheit bzgl. 7. zur Folge hat. Eine
Umgebungsbasis von ¢ € kx« bzgl. 7.5 besteht aus Mengen der Form

[(f —@)@:)| <e VieJ},
wobei € > 0, J endlich und x; € X sind. Wegen f(z;) = Jx(x;)(f) ist

V= ﬂ (Jx(ﬁi))il (Be((x4)))

icJ

V=Af€kx:
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4 SCHWACHE TOPOLOGIEN 4.3 Reflexive Raume

Dann ist aber mit kx+ C P auch
VD (\p:! (Belp(:) =: U,
icJ

mit offener Umgebung U, € Tp als Schnitt offener Urbilder der stetigen Projektionen
Ps;- Betrachtet man €2 € 7 als Vereinigung all dieser Umgebungen U, so zeigt dies
T lkxe € TPlry- [

4.3 Reflexive Riume

Im Folgenden betrachten wir spezielle normierte Rdume, welche schwache Kompaktheit
der abgeschlossenen Einheitskugel in X garantieren werden und damit sehr niitzlich sind
in vielen Anwendungen.

Definition 4.20. Ein normierter Raum (X, | - ||x) heifit reflexiv, falls die natiirliche
Inklusion Jx aus Lemma 4.7 surjektiv ist, d.h. Jx(X) = X**.

Bemerkung: X** ist stets ein Banachraum. Ist X reflexiv, so ist daher X ein Banach-
raum und es gilt 7, = 7,5 auf X*. Jedoch ist Jx im Allgemeinen kein isometrischer
[somorphismus wie nachfolgende Beispiele zeigen.

Satz 4.21. Sei X ein reflexiver Banachraum und M C X ein abgeschlossener linearer
Unterraum. Dann ist M reflexiv.

Beweis. Seien Jy : M — M* und Jx : X — X** die natiirlichen Inklusionen. Sei
j: M — X die Inklusion von M in X (d.h. j(z) = «z fiir alle x € M), dann ist die duale
Abbildung (siehe Definition 3.7) hierzu gegeben durch

FXT o MY, () =flu YV feXn

und j** : M** — X** die biduale Abbildung zu j mit 7**(m™)(f) = m**(f|y) fir alle
m*™ e M*, f € X*. Sei m™ € M*. Man finde nun ein m € M mit Jy(m) = m**.
Da Jx surjektiv ist, findet man zumindest ein x € X mit Jx(z) = j*(m**). Dann ist
bereits x € M, denn angenommen, dies wére nicht der Fall, existiert nach Korollar 3.23
ein f € X* mit f|py =0 und f(x) = dist(z, M) > 0. Damit folgt aber ein Widerspruch

0 < fz) = (Jx(2)) (f) = G (m™)) (f) = m™(f]m) = 0.

Also ist x € M und es geniigt Jy(z) = m™ zu zeigen. Fiir m* € M* findet man nach
Satz 3.22 von Hahn-Banach eine Fortsetzung f € X* mit f|,; = m* und es folgt

(Ju(x)) (m") = m*(x) = f(z) = (Jx(x)) (f)
= (57 (m™)) (f) = m™ (fm)

d.h. Jy(x) = m*. O

Satz 4.22. Seien X,Y ein Banachraume. Dann gelten

(i) Ist & : X — Y ein Isomorphismus, dann ist X reflexiv genau dann wenn Y reflexiv
15t.
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(i1) X ist refleviv < X* ist reflexiv.

Beweis. Wir zeigen hier nur die Richtung X reflexiv = X* reflexiv. Die {ibrigen Aussagen
folgen aus den Ubungen.

Sei also X reflexiv. Man betrachte Jx« : X* — X*™* und zeige, dass Jx- surjektiv ist.
Sei zj™ € X*™* ein lineares Funktional auf X** und definiere zf := 2{™ o Jx € X*.
Fiir ein beliebiges x** € X™** ldsst sich aufgrund der Reflexivitdt ein x € X finden mit

Jx(z) = ™. Man erhélt dann per Definition von Jx-

(Jx= () (&™) = ™ (x5) = 2™ (257" 0 Jx)
( (56))( o Jx) = (x5 o Jx)(x)

d.h. X* ist reflexiv. OJ

Beispiel 4.23.

(a) Endlich dimensionale Banachraume sind nach Linearer Algebra reflexiv:
dim X = dim X* = dim X™*.

(b) Sei (2, %, p) ein MaBraum. Fiir 1 < p < oo ist LP(Q, u) reflexiv.

(c) Sei (9,3, ) ein o-finiter Mafiraum. Im Allgemeinen sind L'(€2, 1) und L*°(Q, p)
nicht reflexiv. In der Tat, falls L'(, u) reflexiv wire, so wire (L*(€, u))* separa-
bel. Das impliziert nach Lemma 4.26, dass (L'(€, u))* auch separabel ist. Jedoch ist
(LY(Q, p))* = L>=(Q, 1) im Allgemeinen nicht separabel. Ist L°°(2, 1) nicht separabel,

so liefert Satz 4.22, dass (L'(Q, u))* = L>(£2, ) auch nicht reflexiv ist.

Satz 4.24 (Milman-Pettis). Jeder gleichmdfig konvezre Raum X ist reflexiv.

Beweis. Ohne Beweis. Siehe etwa Werner: Funktionalanalysis, Satz [V.7.12. [

Satz 4.25. Sei X ein refleviver Banachraum und K C X eine konvexe, abgeschlossene,
beschrinkte Teilmenge. Dann ist K kompakt beziiglich der schwachen Topologie T, .

Beweis. Da K konvex und abgeschlossen bzgl. der Normtopologie ist, folgt mit Satz 4.11,
dass K abgeschlossen ist bzgl. 7,. Weil K beschriankt ist, ist K in einer Normkugel
enthalten, d.h. es gibt ein 7 > 0 mit K C B,.(0) = rB;(0) und es geniigt die Kompaktheit
der abgeschlossenen Einheitskugel

kx ={ve X ||zl <1}

Zu zeigen:

Da X reflexiv ist, ist Jx surjektiv, d.h. Jx(X) = X**. Da Jx eine Isometrie ist, folgt
Jx(kx) = kx+, wobei letztere die abgeschlossene Einheitskugel im Bidualraum bezeichne.
Aus Satz 4.19 wissen wir, dass kx« kompakt ist bzgl. der schwach - Topologie 7. auf
X** welche mit der schwachen Topologie iibereinstimmt, denn X** ist ebenfalls reflexiv
nach Satz 4.22. Daher geniigt es zu zeigen, dass

Jt (X T) — (X, Tw)
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stetig ist. Nach Lemma 4.2 reicht es fiir jedes f € X* die Stetigkeit der Abbildung
Ly=foldy' + (X*™ T,) = (K, |-]), 2™~ f(J5' ("))

zu priifen. Per Definition von Jx ist dann L;(2*) = z™(f) und L ist stetig nach
Konstruktion der schwachen Topologie auf X**. Damit ist ky kompakt bzgl. der T,-
Topologie. ]

Mit einigem Aufwand ldsst sich auch zeigen, dass ein Banachraum reflexiv ist, falls kx
kompakt bzgl. der schwachen Topologie 7T, ist. Wir wollen nun untersuchen, ob kx auch
schwach folgenkompakt ist. Dazu bendtigen wir einige Resultate fiir separable Raume.

Lemma 4.26. Sei X ein Banachraum und X* separabel. Dann ist auch X separabel.
Beweis. Siehe Ubungen. [

Korollar 4.27. Sei X ein Banachraum, dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) X ist reflexiv und separabel.

(11) X* ist reflexiv und separabel.

Beweis. Siehe Ubungen. O

Der Begriff der Separabilitit ist eng verwandt mit der Metrisierbarkeit schwacher
Topologien. Es ldsst sich zeigen, dass unter gewissen Voraussetzungen die abgeschlos-
sene Einheitskugel kx metrisierbar ist und damit Folgenkompaktheit und Kompaktheit
dquivalent sind.

Als zentrales Resultat fiir reflexive Banachrdume erhalten wir daher ein Analogon des
Satzes von Bolzano-Weierstraf.

Satz 4.28. Sei X ein reflexiver Banachraum. Dann ist die abgeschlossene Finheitskugel
kx schwach folgenkompakt. Insbesondere besitzt jede beschrankte Folge in X eine schwach

konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei (x,)nen eine Folge in kx. Dann ist

Y :=span{x, | n € N}

als abgeschlossener Unterraum von X reflexiv und per Definition separabel. Nach Korollar
4.27 ist dann auch Y™ reflexiv und separabel. Dann l&sst sich Satz 4.16 auf Y* und die
beschriankte Folge (Jy (x,))nen in Y** anwenden. Folglich gibt es ein y™* € Y** und eine
Teilfolge, sodass fiir kK — oo gilt

(Jy (@ ))(f) = y™(f)  V[feY™
Mit x := J,-'y** folgt dann
f(an,) = (K@ ))(f) =y (/) =flz) VY [feY

Dann gilt dies auch fiir alle f € X*, denn f|y € Y*, und die Teilfolge konvergiert schwach

Ty, — x fiir K — oo. O
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Die schwache Folgenkompaktheit fiir abgeschlossene Kugeln ist essentiell fiir die Los-
barkeit von Minimierungsaufgaben.

Satz 4.29. Sei (X, ||-]|) ein refleziver Banachraum und sei A C X konvex, abgeschlossen
und nicht-leer. Dann gibt es zu jedem x € X ein y € A mat

o =yl = inf 1z al.
Beweis. Sei xz € X und (2,)nen eine Minimalfolge in A mit ||z —z,|| — inf,ea ||z —al =: d.

Wegen ||z,]| < ||zn — || + ||| ist (2n)nen beschrinkt und besitzt daher nach Satz 4.28
eine schwach konvergente Teilfolge (z,, )keny mit z,, — y. Da A abgeschlossen und konvex
ist, ist A auch schwach abgeschlossen, also y € A. Schliefilich ist x — z,, = * —y, d.h.
nach Lemma 4.8 ||z — y|| < liminfy e |2 — 20, |- O

Im Allgemeinen erhélt man keine eindeutige Projektion auf konvexe, abgeschlossene
Teilmengen wie man etwa fiir R? mit der Maximumsnorm sieht. Jedoch gilt Eindeutigkeit
im Fall der LP-Raume wie Satz 3.14 beweist.
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5 Spektraltheorie

Die Spektraltheorie verallgemeinert die Eigenwerttheorie der Linearen Algebra fiir Opera-
toren auf endlich dimensionalen Raumen, d.h. fiir Matrizen, auf unendlich dimensionale
Banachrdaume. Im letzteren Fall muss jedoch eine injektive Abbildung im Allgemeinen
nicht surjektiv sein und wir benotigen eine allgemeineres Konzept, welches mehr als nur
Eigenwerte charakterisiert.

Definition 5.1. Sei X ein Banachraum iiber K und T € Z(X). Man definiere die
Resolventenmenge

o(T)={ eK|ker(A\] —T)={0} und ran (A —T) = X},

d.h. o(T) ist die Menge aller A € K, sodass A\ — T invertierbar (und mit Satz 3.38
(M —T)™! € £(X)) ist. Damit ist die Resolvente von T' gegeben durch

Rr:o(T)—= ZL(X), A= -T)"
wohldefiniert. Das Spektrum von 7T ist definiert als
o(T) ==K\ o(T).
Genauer zerlegt man o(7") in das

e Punktspektrum

op(T) :=={ e K| ker (Al —T) # {0}},

e kontinuierliche Spektrum

o.(T):={ eK|ker(AN —T)={0} und ran (A —T) # X,ran (A [ = T) = X},

e Residualspektrum

o.(T)={NeK|ker(A\] —=T)={0} und ran (A —T') # X}.
Abkiirzend schreiben wir A\ — T =: A —T.

Bemerkung: Es ist offensichtlich o(T") = 0,(T) U 0.(T) U, (T).

(i) In den Ubungen wurde gezeigt, dass o(7T") offen und o(T) kompakt in K sind und
fiir den Spektralradius r(7T) := limsup,, ... ||77||"/™ von T gilt |\| < r(T) fiir alle
Aea(T).

(i) A € 0,(T) wird Eigenwert genannt, denn dquivalent hierzu gibt es ein z € X \ {0}
mit Tx = Az. Dabei heifit ein solches x Eigenvektor von T zum Eigenwert .
E) :=ker (A = T') heifit Eigenraum von 7" zum Eigenwert \.

Wie schon in Linearer Algebra bemerkt, kann im Fall K = R das Spektrum o(7)
durchaus leer sein.
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Satz 5.2. Sei X ein Banachraum iber K und T € £(X). Dann ist die Resolvente
Ry : o(T) — Z(X) ist eine analytische Abbildung mit

1

>
1Bz = G (\, o(T))
Im Fall K = C ist fir X # {0} stets o(T) # 0 und es gilt

max |\ =r(T) <||T.
Aeo(T)

Beweis. In den Ubungen wurde die strikte Positivitit der Resolvente sowie deren Ana-
lytizitdt gezeigt, d.h. dass es fiir jedes A\g € o(T") ein 79 > 0 und eine Potenzreihe gibt
mit

Rr() = 3 A, (A= A",

wobel A4, € Z(X) fir n € N ist, und die Reihe konvergiert absolut fiir A € B, (o).
Sei also K = C, dann geniigt es aufgrund der Schranke von o(7T) die Abschétzung

s:= sup |A>r(T)
Aeo(T)

zu zeigen. Fir p € C mit |u| > s zeigen wir |u| > (T, was s = r(T') impliziert. Fiir

|A| > s ist aufgrund der Analytizitat fiir beliebiges ¢ € Z(X)* auch fi(\) := ((Rr(N))
analytisch in A. Fiir |A| > r(T") > 0 folgt nach Lemma 3.8 die Darstellung

RT()\) — Z Tn)\f(nJrl)
n=0
und damit insbesondere fiir jedes ¢ € Z(X)*

fAA)zziiécﬂnA—W+U.
n=0

Nach einem Satz der Funktionentheorie konvergiert die Reihe im grofiten offenen Kreis-
ring, in welchem f, analytisch ist. Das heif}t sie konvergiert insbesondere fiir x und
(O(T™) =), o ist notwendig eine Nullfolge in C. Da dies fiir alle £ € Z(X)* gilt,
ist (Tmu~ (D), ey schwach konvergent in .#(X) und folglich beschrinkt nach Lemma
4.8. Damit folgt fiir ein C' > 0

T < G| ) fiie = oo,
d.h. |u| > r(T). O

Beispiel 5.3.
(a) Fir dim(X) < oo ist o(T') = 0,(T'), d.h. das Spektrum besteht nur aus Eigenwerten.

(b) Betrachte den Rechtsshift auf ¢, d.h.

R:0? =% (x1,79,23,...) (0,21, 29,...)
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sowie den Linksshift

LZ£2—)€2, (%1,%2,333,...)*—)(.232,.%3,...).

Dann gilt |R|| = 1 = ||L|| und somit o(R), (L) C B;(0). Man macht sich leicht klar,
dass 0,(R) = 0 gilt und 0,(L) = B1(0) aufgrund der Konvergenz der geometrischen

Reihe. Da das Spektrum abgeschlossen ist, folgt o(L) = B;(0).
Fir X = C([0,1]) betrachte den Operator T' € Z(X) mit

(Tz)(t) := /Otx(s) ds VazeX,telo1].

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist 7' injektiv und T
hat kein dichtes Bild, da stets (Tx)(0) = 0 gilt. Daher ist 0 € 0,(T"). Genauer ist
o(T) = {0} = 0,(T), denn fiir A # 0 gibt es genau eine Losung z der Gleichung
Ax—Tx =y fiir y € X. Dies folgt aus einer Anwendung der Variation der Konstanten
auf z := Tz mit z(0) = 0:

20 + %z(t) _ %y(t), 2(0) = 0.

Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems ist dann gegeben durch

t
2(t) = i/o ety (s) ds

und z(t) = 2/(t) liefert die Surjektivitat. Da fiir y = 0 auch z = 0 sowie x = 0 folgt,
ist A — T bijektiv und A € p(T).
Betrachtet man 7" auf Y := {x € X | (0) = 0}, so ist
ran(T) = {z € C*([0,1]) | 2(0) = 0 = 2/(0)},
aber ran(7") = Y nach dem Satz von Stone-Weierstra, d.h. o(T") = {0} = o.(T).

Betrachtet man den adjungierten Operator T* gemé&fl Definition 3.7, so erhélt man

neben Korollar 3.24 folgende Eigenschaften

Lemma 5.4. Seien XY, Z Banachriume und fir T € £(X,Y) die adjungierte Abbil-
dung

Tr:Y" — X* mit (T*y")(x) :==y"(Tx) Vee X, y" €Y,

dann gelten fir S,T € L (X,Y)

(i) (@S +T)" =aS*+T* fir alle a € K.

(ii) (UT)* = T*U* fir U € L(Y,Z).

(iii) T** Jx = JyT fir die kanonischen Einbettungen Jx, Jy in die Bidualrdume.

(w) T7Y € L(Y,X) existiert genau dann wenn (T*)™' € L(X*,Y*) ewistiert und in

diesem Fall gilt (T~1)* = (T*)7*.
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Beweis. Siehe Ubungen fiir (i)-(iii). Ist in (iv) T invertierbar, so folgt nach (ii)
I=0I"=(T'T)*=T*(T"Y*  sowie [I=(T"YH*T,

d.h. T* ist invertierbar und nach Satz 3.38 ist (T~')* = (T*)~' € L(X*,Y™).

Sei nun 7™ invertierbar, dann ist nach dem eben Gezeigten T™* invertierbar und bildet
nach Satz 3.37 abgeschlossene Mengen auf abgeschlossene Mengen ab. Da Jx Isometrie
ist, folgt mit (iii), dass auch

ran(JyT) = ran(T""Jx) = T (ran(Jx))

abgeschlossen in Y** denn Jx(X) C X** ist (folgen)abgeschlossen. Da Jy injektiv und
stetig ist, folgt schlieBlich
ran(T) = J,*(ran(Jy T))

ist abgeschlossen in Y. Da T* injektiv ist, gilt
[0} = ker(T") = {f € Y* | f() =0 Vy € ran(T)}.

Nach Korollar 3.23 folgt dann ran(7") = ran(7") = Y und T ist surjektiv. Die Injektivitét
von T**, Jx sowie Jy impliziert die von 7', denn nach (iii) ist

{0} = ker(T**Jx) = ker(JyT) = ker(T).
Nach dem Satz von der inversen Abbildung ist dann wiederum T~! stetig. m

Die letzte Eigenschaft impliziert daher sofort o(T) = o(T*). Neben der Adjungierten
in einem Banachraum, gibt es noch den Spezialfall eines Hilbertraums (H, (-,-)), wobei
wir nach dem Riesz’schen Darstellungssatz 3.26 H mit H* identifizieren konnen vermoge
des antilinearen isometrischen Isomorphismus

¢:H— H", (¢(u))(w):=(u,v) YV u,ve H.

Definition 5.5. Sei (H, (-,-)) ein Hilbertraum iiber K und 7" € .Z(H), dann definiert
Th:=¢~'T"¢ € Z(H)
die Hilbertraum-Adjungierte, welche durch die Bedingung
(Ttz,y) = (z, Ty) Ve,ye H
in H charakterisiert ist. T € .Z(H) heifit selbstadjungiert, falls 7" = T gilt bzw.
(Tz,y) = (x,Ty) Vx,ye H.

T € £ (H) heiit normal, falls TTT = TT" gilt.

Satz 5.6. Sei X ein Banachraum, H ein Hilbertraum und T' € £(X) baw. T € £(H).
Dann ist o(T) = o(T*) und o(TT) = {\ | X € o(T)}. Auflerdem gelten die Aussagen von
Lemma 5.4 (ii) - (iv), wobei anstatt (i)

(aS+T) =asSt'+T"  VaekK

gilt sowie TTT =T in (iii). Auferdem gilt o,.(T) = o,(T*) sowie o,(T) = {\ | A € 0,(T")}.
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Beweis. Siche Ubungen. Analog zum Beweis von Lemma 5.4 (iv) beachte fiir H die Iden-
titat
(A=D))'=((A=-D)NT"=0=TH"  VieoI)

Sei nun A € 0,(T), so ist ran(A — T) ein echter Unterraum von X und nach Korollar 3.23
gibt es ein f € X*\{0} mit f|ran(r—7) = 0. Per Definition von (A=T")* folgt f € ker(A—=T")*.
Fiir T betrachte man ¢=1f € H \ {0} mit (¢~ f,y) = 0 fiir alle y € ran(A — T') und die
Aussage folgt aus dem ersten Teil dieses Satzes.

Ist umgekehrt f € ker(A — 7%) \ {0}, so ist f(ran(A — 7)) = 0. Fiir U := ran(A — T))
ist folglich, f|y = 0 € U*. Dann ist U nicht dicht in X, denn angenommen, es gelte
U = X, so gibt es nach Satz 3.22 eine stetige Fortsetzung von f|y € U* auf ganz X,
wobei diese nach Lemma 1.28 eindeutig ist, d.h. f = 0 im Widerspruch zur Annahme.
Somit ist ran(A —T') # X und A € 0,.(T'). Der Rest folgt analog. ]

Beispiel 5.7. Vergleiche Beispiel 5.3 und betrachte den Rechtsshift auf ¢2, d.h.
R:0? =% (x1,19,73,...) (0,21,29,...).
Dann ist der entsprechende Linksshift der adjungierte Operator L = R,

L0 — 0 (11,29,23,...) > (29,23, ...),

und es folgt o(R) = o(L) = B1(0). Wére nun A € 0,(L) N 9B1(0), so folgte mit Satz 5.6,
dass A € 0,(R) = 0 wére, im Widerspruch. Daher ist o,.(L) = 0 und o.(L) = 0B;(0).
Wegen L' = R folgt #hnlich o,(R) = B;(0) sowie o.(R) = 0B;(0).

5.1 Kompakte Operatoren

Im Folgenden betrachten wir einen Unterraum der stetigen linearen Operatoren, fiir wel-
chen eine relativ einfache Charakterisierung des Spektrums moglich ist.

Definition 5.8. Seien X,Y Banachrdume und By := {z € X | ||z]| < 1} die offene
Einheitskugel in X. Ein Operator T' € Z(X,Y) heifit kompakt, falls T(By) kompakt in
Y ist. Man bezeichnet dann 2 (X) := 2 (X, X) bzw. allgemein

H(X,)Y):={T € L(X,Y) | T ist kompakt}.

Bemerkung: Da Y vollstindig ist, ldsst sich nach Satz 1.25 und den Ubungen die Kom-
paktheit von T" dquivalent definieren durch eine der folgenden Aussagen:

(i) M C X beschrinkt = T'(M) ist prikompakt in Y.

(ii) Fir jede beschrénkte Folge (x,)nen in X besitzt (Tx,)nen in Y eine konvergente
Teilfolge.

Satz 5.9. Seien X,Y,Z Banachrdiume tber K. Dann gelten
(i) #(X,Y) ist ein abgeschlossener Unterraum von £ (X,Y).
(ii) Seien T € #(X,Y), S € L(Y,Z) und R € L (Z,X). Dann ist ST € # (X, Z)
und TR € X (Z.Y).
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(i) T € & (X,Y) ist vollstetig, d.h.

T, —x m X = Tx, —>Txr i Y fiir n — oo.

Ist X ein reflexiver Banachraum, so ist auch jeder vollstetige Operator kompakt.

Beweis. (i) Seien T, S € #(X,Y), A € K und (z,)nen eine beschréankte Folge in X.

Dann ist (Tz,, ) jen konvergent fiir eine Teilfolge (2, );en. Wéhlt man aus der weiter-
hin beschrénkten Folge (2., ) en eine gleich bezeichnete Teilfolge aus, so konvergiert
auch (Sx,,)jen. Dann ist die Linearkombination ((T'+ A S)(xy,))jen ebenso konver-
gent, also ist # (X, Y) ein linearer Unterraum.

Sei nun (7},)nen eine Folge in # (X,Y) mit T,, — T in Z(X,Y). Sei € > 0 fest und
n € N grofl genug, sodass ||T,, —T'|| < . Da T,, kompakt ist, gibt es x1, ..., z,, € By,
sodass

T.(Bx) C UB (),
k=1
d.h. fir jedes © € Bx gibt es ein j € {l,...,m} mit ||T,x — T,z;|]| < e. Fiir
T € X#(X,Y) zeigen wir, dass T(Bx) prikompakt ist und durch 3e-Kugeln um
Txy,...,Tx, eine Uberdeckung von T(Bx) gegeben ist. In der Tat, fir € By
wéhle man ein j € {1,...,m} wie oben und erhélt

Tz — Tayl| < |[Tx — Tox|| + | Thx — Tozj|| + [|Thx; — Tay|
2T, —T| +e¢
< 3e.

Sei (25, )nen eine beschrénkte Folge in X'. Dann existiert eine Teilfolge (2, ) jen, sodass
(T'wy,)jen in Y konvergiert. Dann ist (STxy,)jen fiir jedes stetige S € Z(Y, Z)
konvergent in Z. Analog zeigt man TR € % (Z,Y).

Es gelte x,, — x. Es folgt zunéchst y, := Tz, — Tx =: y, denn fiir jedes L € Y* ist
LT € X*. Konvergiert nun (y,)nen nicht gegen y, so existieren ein £ > 0 und eine
Teilfolge (Yn, Jken mit ||y,, —y|ly > € fiir alle £ € N. Aus der schwachen Konvergenz
folgt nach Lemma 4.8 ||z,|x < ¢, d.h. (yn, )ken besitzt aufgrund der Kompaktheit
von 1" eine konvergente Teilfolge. Wegen y,, — y muss der Grenzwert dieser Teilfolge
ebenso y sein, ein Widerspruch.
Der zweite Teil der Aussage folgt aus Satz 4.28, da eine beschriankte Folge in X eine
schwach konvergente Teilfolge besitzt.

O

Beispiel 5.10.
(a) Man sagt, T € Z(X,Y) hat einen endlichen Rang, falls dim 7'(X) < co. Dann ist

T € #(X,Y), denn falls (z,)nen eine beschriankte Folge in X ist, so ist (Tx,,)nen
beschrankt in ran (7") und Satz 1.37 liefert die Aussage. Beispielsweise ist jedes Funk-
tional f € X* kompakt, d.h. f € (X, K).

(b) Sei I =[0,1] und K : I x I — K stetig. Fiir f € C(I) setze man

/ny y) dy Veel

(K heifit Integralkern von 7). Dann ist nach dem Satz von Arzela-Ascoli aus den

Ubungen T' € # (C(1)).
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(c) Fiir den Links- bzw. Rechtsshift aus Beispiel 5.3 gilt LR = I und nach Satz 5.9 (ii)
sind weder L noch R kompakt, denn [ ist genau dann kompakt, wenn X endlich
dimensional ist (siche Satz 1.37).

Fiir den adjungierten Operator erhélt man

Satz 5.11. Seien X,Y Banachriume und T € L (X,Y) bzw. H ein Hilbertraum und
T € L(H). Dann gelten

TeX(X,Y) & T e Z(Y*, X")

beziehungsweise
T € ¢ (H) & TV e ¢ (H).
Beweis. Sei T € £ (X,Y) kompakt, d.h. K := T(Bx) C Y ist kompakt. Fiir f € Y* folgt
aufgrund der Stetigkeit
IT"fll = sup [(T"f)()| = sup [f(Tx)] = sup|f(y)|
ye

rEBx T€BXx

und definiert man Rf := f|x als Einschréinkung von f auf K, so ist ||[T*f|| = [|Rf]|cx)-
Auflerdem ist Rf € Cx(K) und

sup | f(y)| < [[f[lsup [lylly < [IFIIT1-
yeK yeK

Damit ist die Abbildung R : Y* — Ck(K) linear und beschrankt mit ||R| < ||T||. Die
Abbildung T* f — Rf definiert also einen isometrischen Isomorphismus zwischen T*(By+)
und R(By+) C C(K). Um zu zeigen, dass T*(By:) prikompakt ist, geniigt es also zu
zeigen, dass R(By+) prikompakt in C'(K) ist. Dazu werden wir den Satz von Arzela-Ascoli
fiir kompakte Réume benutzen, was analog zu den Ubungen bewiesen werden kann. Die
Beschranktheit von R(By+) folgt aus |R|| < ||T'||. Die gleichgradige Stetigkeit folgt fur
Y1,Y2 € K aus

[Rf(y1) — Rf(y2)| = [ £y — w2)| < N FIH v — w2l < llyn — w2l

wobei die rechte Seite nicht von f € By« abhéngt.

Sei nun 7% € J#(Y*, X*). Aus dem bereits Gezeigten folgt T** € J#(X**,Y*), d.h.
T**(Bx++) ist prakompakt in Y**. Durch die kanonische Einbettung J : X — X** ldsst
sich By als eine Teilmenge von By« auffassen. Nach Lemma 5.4 (iii) ist

Jy(T(BX)) = T**(Jx(Bx)) C T**(BX**)

als Teilmenge priakompakt. Da Jy isometrisch ist, folgt die Priakompaktheit von T'(By).
Somit ist T kompakt. )
Per Definition von 77 und Satz 5.9 (ii) folgt die zweite Aquivalenz. O]

Im Folgenden betrachten wir zu T' € Z(X),\ € K und y € X die Losbarkeit der
Gleichung
e —Tzx =y,

d.h. wir suchen alle Losungen x € X hierzu. Dieses Problem ist eng verkniipft mit dem
Eigenwertproblem fiir y = 0 wie wir sehen werden. Ist A € o(T'), so existiert genau eine
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Losung x € X dieser Gleichung. Ist jedoch A € 0,(T), so ist eine Losung x € X (existiert
z.B. fiir y € ran(A—1T")) nicht eindeutig bestimmt, denn jedes Element der Form x +7 mit
T € ker(A — T)) ist auch eine Losung. Die folgende Klasse von Operatoren besitzt dabei
nur eine iiberschaubare Anzahl von Freiheitsgraden fiir x sowie .

Definition 5.12. Seien X, Y Banachriaume. 7' € Z(X,Y’) heit Fredholm-Operator,
falls gilt:

(i) dim (ker (7)) < oo,
(ii) ran (T) ist abgeschlossen,
(iii) codim (ran (7)) < oc.
Der Index von T ist definiert durch

ind (7") := dim (ker (7)) — codim (ran (7°)).

Bemerkung: Die Kodimension codim (Z) eines abgeschlossenes Unterraums Z C X ist
die Dimension des Quotientenraums X/N (wobei © ~ y & © —y € Z). Hat Z die
Kodimension m < oo, so gibt es linear unabhéngige z1, ..., 2, € X mit

X =Z@span{zy,...,x,}.

Satz 5.13. Sei X ein Banachraum und T € J#(X). Dann ist S = 1 — T ein Fredholm-
Operator mit Index 0.

Beweis. Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten und wurde in der Vorlesung ausgelassen.
Insbesondere folgt die bemerkenswerte Eigenschaft wie im endlich dimensionalen Fall:

ker(S) = {0} & ran(S) = X.

(i) Sei Sz = 0. Dann ist Tz = z, also B;(0) Nker (S) C T(B1(0)). Da T" kompakt ist,
ist die offene Einheitskugel in ker (S) prakompakt. Das ist aber nur dann moglich,
falls dim (ker (5)) < oo.

(ii) Sei x € ran (S) und entsprechend Sx,, — z fiir n — co. Man kann annehmen, dass
lznl < 2d, mit  d,, := dist (z,, ker (.59)).

(Falls dies nicht der Fall ist, so findet man ein a,, € ker (S) mit ||z, — a,|| < 24,
und man ersetze z,, durch z, := x, — a, mit Sz, = Sx,.)

Wir zeigen, dass (d,)neny beschriankt ist. Dazu nehme an, dass es eine Teilfolge
dy; — oo fiir j — oo gibt, und setze

Tp,
Y; = d

nj

Dann ist (y;);en eine beschriankte Folge in X und aufgrund der Kompaktheit gibt
es eine Teilfolge (T'y;, )ien und ein y € X mit T'y;, — y fiir ¢« — oo. Dies impliziert

y;, = Sy;, + Ty;, vy fiir @ — oo.
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(iii)

Da (Sy;)jen eine Nullfolge in Y ist und S stetig ist, muss auch Sy = 0 gelten. Damit
liegt y € ker (S) und somit

T,

ly; — yll > dist (g, ker (S)) = dist (d

er(8)) =1,

nj

was einen Widerspruch zu y;, — y fiir ¢« — oo darstellt.
Mit (d,, )nen ist daher auch (z,,),en beschrankt. Die Kompaktheit von 7 liefert wieder
eine Teilfolge und 2 € X, sodass T'z,,; — z fiir j — oo. Daraus folgt

r = lim Sz,, = ]'ILTOS (S:cnj + Txnj) = S(x+ z2),

j—0o0
also x € ran (.5).

Wir zeigen ind(S) = 0 in 3 Schritten:

e ker S = {0} impliziert ran (S) = X, denn gibt es ein z € X \ ran(5), so ist
Sz € ran (S™) \ ran (S™™!). In der Tat, falls S"x = S"Ty fiir ein y € X,
so gilt S (z — Sy) = 0 und die Injektivitat liefert x = Sy, ein Widerspruch.
AuBerdem ist ran (S"!) nach (ii) abgeschlossen, denn

n+1
S =T -T)"" =T+ ("“)(—T)k — - K
k=1 k

wobei K kompakt ist nach Satz 5.9. Deswegen ist dist (S™z, ran (S"1)) > 0
und es gibt ein a,,; € ran (S™) mit

0 < ||S"z — ans1| < 2 dist (S"z,ran (Sn+1>>.

Setze gn
O P |
€T, i— ——— € ran Sn .
" S —ame] € )

Es gilt nun dist (z,,,ran (S"*')) > 1, da fiir y € ran (S™) gilt:

o — ] = 15"z — (ans1 + IS — any1 ]| y)|l > dist (,,, ran (S™*1)) > 1
|5z — apni| [S™2 — @41 2
Per Definition von S = I — T ist dann fiir m > n
1
T2y — Tam| = |20 — (S2p + T — Sx)|| > dist (2, ran (S™11)) > 3

So besitzt (T'x,)nen keine konvergente Teilfolge, im Widerspruch zur Kompakt-
heit von 7', denn ||z, || < 1 ist beschrénkt.

e codim (ran (5)) < dim (ker(S)), denn:
Nach (i) gibt es eine Basis {z1,...,2,} von ker (S). Wire die Behauptung
falsch, so gébe es linear unabhéangige v, ...,y, € X, sodass

span{yi, ..., Yy, @ ran (S)
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ein echter Teilraum von X ist. Die endlich dimensionalen und damit abgeschlos-
senen Unterrdume span {x; | j # i} liefern nach Korollar 3.23 fi,..., f, € X*
mit f;(x;) = 0y fiir 4,1 € {1,...,n}. Man definiere

T := T:U—l—ka(:L’)yk VzelX.
k=1

Dann ist NT als Summe kompakter Operatoren wiederum kompakt. Definiere
S =1-T,soist ker (S) = {0}, denn:

Sz =0 & Sx—ka(:c)yk =0
k=1

impliziert wegen span{y,...,y,} Nran(S) = {0} (y; linear unabhéngig)
Sz =0 und fulz) =0 VEk=1,...,n

Wegen x € ker (S) folgt © = > 7, ary und somit 0 = fi(x) = oy fiir alle
k=1,...,n,dh z=0. . .
Das bereits Gezeigte impliziert nun ran (S) = X und die Konstruktion von S

zeigt X = ran (S) C span{y, ..., y, }Pran (S5), ein Widerspruch zur Annahme.

e dim (ker (5)) < codim (ran (5)), denn:
Sei S* =1 —T* € Z(X*) die zu S adjungierte Abbildung, welche nach Satz
5.11 wieder kompakt ist. Somit impliziert der vorherige Beweis

codim (ran (5*)) < dim (ker (S™)).
Dann geniigt es die beiden Ungleichungen zu zeigen:

dim (ker (S)) < dim (ker (S*)) (5.1)
dim (ker (S*)) = codim (ran (5))

In der Tat wiirde dann dim (ker (S**)) < codim (ran (S*)) folgen und die Un-
gleichungen liefern die Behauptung und sogar Gleichheit in (5.1).

Um (5.1) zu zeigen, verwende man Lemma 5.4 (iii) mit S*Jx = JxS. Da Jx
injektiv ist, erhdlt man ker(S) = ker(Jx.S) = ker(S**.Jx) und

dim (ker (S)) = dim (ker (S™Jx)) < dim (ker (S**))
Um (5.2) zu beweisen, bemerke man wie im Beweis von Lemma 5.4
ker(S*) ={f € X" [ f(y) =0 Vye€ran(5)}

und wir zeigen dim (ker (S*)) = codim (ran (5)). Da n := codim (ran (5)) < oo
seien 1, ...,2, € X linear unabhéngig mit

X =ran(S) @ span{xy,...,z,}.

Zum abgeschlossenen Unterraum X; := ran(S) @ span {xz; | j # ¢} wihlen wir
nach Korollar 3.23 f; € X* mit fi(x;) = 0y fiiri,l € {1,...,n} und fi|ran(s) = 0.
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Dann sind fi, ..., f, € ker(S*) linear unabhéngig, d.h. dim(ker(S*)) > n
Ist umgekehrt f € ker(S*) ein Funktional, so folgt mit

x:Sxo—{—Zak:vkeX fir xz9€ X,a €K
k=1
auch dim(ker(S*)) < n, denn f ist Linearkombination der fi,..., fu:
= af(ae) = Y anf () f(x) (Zf ;) )
k=1 jk=1
O]

Satz 5.14 (Fredholm’sche Alternative). Sei X ein Banachraum, T € £ (X) kompakt
und S =1 —"T. Dann gilt genau eine der folgenden Aussagen:

(i) Die Gleichung Sz = y besitzt fiir jedes y € X genau eine Lisung und S™' € Z(X).
(i1) Die Gleichung Sx = 0 hat eine nichttriviale Losung und ran (S) # X.
Beweis. Man unterscheidet zwei Fille

(i) ker (S) = {0}. Dann ist ran (S) = X und die Gleichung Sz = y besitzt eine ein-
deutige Losung fiir jedes y € X, denn S : X — X ist bijektiv. Aus dem Satz vom
inversen Operator folgt S~ € Z(X).

(ii) ker (S) # {0}. Dann hat Sz = 0 eine nichttriviale Losung = # 0. Dann ist
codim (ran (5)) > 1

und ran (S) # X.

5.2 Spektralsitze fiir kompakte Operatoren

Die Hauptsétze fiir kompakte Operatoren spiegeln vor allem fiir normale Operatoren die
Hauptachsentransformation bzw. Diagonalisierung fiir Matrizen in endlich dimensionalen
R&aumen wider und lassen eine sehr prézise Beschreibung des Spektrums zu. Wie man sich
leicht mit Satz 1.37 klar macht, spielt A = 0 eine besondere Rolle im Spektrum, denn ist
X unendlich dimensional, so folgt 0 € (7). Im Ubrigen erhilt man

Satz 5.15 (Spektralsatz fiir kompakte Operatoren, Riesz-Schander). Sei X ein Banach-
raum und T € J(X). Dann besteht o(T) \ {0} aus hdchstens abzihlbar vielen Eigenwer-

ten und 0 ist einzig mdoglicher Haufungspunkt von o(T'), falls o(T') \ {0} unendlich ist.
Auferdem gilt fir A € o(T) \ {0}

(i) dim (ker (A —T')) < oo und
1<ny:=max{n €N |ker(A—T)""#£ker(A\—T)"} < oco.

ny heifit die Ordnung von \ und dim (ker (A — T')) die Vielfachheit von \.
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(ii) Es ist
X =ran(A—=T)" @ ker (A —T)™.
Beide Unterrdume sind abgeschlossen und invariant bzgl. T und es gilt
dim (ker (A —T)™) < o0.
(11i) Es ist
0 (Tlran (r-1ymr) = o(T) \ {A}.
(iv) Sei Py die Projektion auf ker (A —T)™ gemdf (i), dann gilt

P)\PM:(S)“MP)\ V)\,,LLGO’(T)\{O}

Beweis. Fiir A ¢ 0,(T), A # 0 ist ker(I —A~'T) = {0} und nach Satz 5.13 mit kompaktem
AT auch ran(I — A7'T) = X und X € o(T). Dies beweist o(T) \ {0} C 0,(T).

Ist o(T)\ {0} unendlich, wihlen wir paarweise verschiedene A, € o(T)\ {0} fiir n € N mit
jeweiligen Eigenvektoren e, # 0 zu \,. Dann sind die Eigenvektoren linear unabhéngig
wie man analog zur Linearen Algebra zeigt. Daher ist

X, :=A{e1,...,en} mit X, € X1, dimX, =n.

Nach Lemma 1.36 lésst sich jeweils ein x,, € X,, wihlen mit

|za] =1 und dist(x,, X—1) >

N —

Dabei gibt es ein o, € K, 2, € X,,_1 mit z,, = a,e, + T, und es folgt
Txy — ATy, =TTy, — AT € Xpz1.

Fiir m < n erhélt man mit y,,, := /A € Xpi1

>

1 1
Ty + — Ty — Non) — Tym|| > 5

I7(0m) = Tl = |7+ 1

Folglich besitzt (T'y,)nen keinen Haufungspunkt und aufgrund der Kompaktheit von T'
kann (y,)nen keine beschrinkte Teilfolge enthalten. Deshalb divergiert ||y, || — oo bzw.

1
|)\n|zﬂ—>0 fir n — oo.
Yn

Damit ist 0 einziger Haufungspunkt von o(7) \ {0} und o(T) \ By/,(0) ist endlich fiir
jedes n € N, d.h. o(T') \ {0} abzéhlbar.

Die Aussagen (ii)-(iv) sind Folgerungen aus Satz 5.13 und konnen z.B. in HW. Alt:
Funktionalanalysis, Satz 9.9 nachgelesen werden. Es bleibt (i) zu zeigen:

Fiir A € o(T) \ {0} setzen wir A := X\ — T, so ist

{0} Cker(A) C ... Cker(A") VneN.
Wir zeigen, dass die Nullrdume stationir werden und nehmen daher an
ker(A™ 1) C ker(A™) VneN

108



5 SPEKTRALTHEORIE 5.2  Spektralsitze fiir kompakte Operatoren

Analog zum Beweis der vorherigen Aussage wihle man nach Lemma 1.36

x, € ker(A"), |z.] =1 und dist(z,, ker(A™ 1)) > %
und die Kompaktheit von T liefert einen Widerspruch, denn fiir m < n ist
T2 — Tl = N[0 — AH(Azy + At — Azy)|| > [N dist(,, ker(A™ 1)) > % > 0.
Damit sind zwei aufeinanderfolgende Nullriume ker(A"!) = ker(A") fiir ein n € N

identisch und man macht sich leicht klar, dass auch alle nachfolgenden identisch sind.
Folglich ist die Ordnung n, endlich und damit auch die Vielfachheit von A aufgrund der
aufsteigenden Kette. Wegen ker(A) # {0} folgt schliefllich n, > 1. O

Das Spektrum eines kompakten Operators besteht also bis auf moglicherweise 0 aus
einer endlichen Menge oder einer Nullfolge. Falls jedoch o(T) \ {0} = 0 liefert dieser
Spektralsatz leider keine Aussage iiber das Spektrum, wie auch das Beispiel 5.3 (c) zeigt.
Satz 5.15 (ii) besagt auflerdem, dass sich A — 7" fiir A # 0 in zwei einfachere Bestandteile
zerlegen lasst, denn zum einen ist

(A =T)ran(r—1yma : ran(A = 1) — ran(A — 7)™

ein Isomorphismus aufgrund der direkten Summe und zum anderen gibt es den endlich
dimensionalen Anteil (der durch eine Matrix beschrieben werden kann) (A —7") |xer(r—1)a -

Im Fall eines kompakten normalen Operators auf einem Hilbertraum l&sst sich der
Operator besonders einfach darstellen mithilfe der Eigenwerte. Zunéchst ergibt eine ge-
nauere Betrachtung von Satz 5.2 fiir das Spektrum

Lemma 5.16. Sei H # {0} ein Hilbertraum und T € £ (H). Dann gelten
(i) Ist K= C und T normal, so gibt es ein X\ € o(T) mit |\ = ||T||.
(i) Ist K=R und T € # (H) selbstadjungiert, so gibt es ein X € o,(T) mit |\ = ||T]|.

Beweis. (i) Nach Satz 5.2 geniigt es die Ungleichung r(T') > ||T|| zu zeigen. Dies folgt
jedoch aus den Ubungen.

(ii) O.B.d.A. sei ||T'|| > 0, sonst ist die Aussage trivial. Zunéchst ist fiir selbstadjun-
giertes T € Z(H) stets ||T|| = sup,ez, |(T'z,z)| wie die Ubungen zeigen. Damit
gibt es eine Maximalfolge (z,)nen in ky mit |(Tz,,z,)| — ||T| fir n — oo. Die
Kompaktheit von T impliziert, dass es eine konvergente Bildfolge der beschréankten
Folge (zy)nen gibt mit T'z,,, — y fiir j — oo. Fiir eine (gleich bezeichnete) Teilfolge
gibt es auflerdem ein @ € R mit |a| = ||T|| und

a = lim (Tx,,,z,,).
j—o0

Nun ist wegen ||z, || <1 fiir j — oo

HTxnj — Qp; H2 = HTxnj H2 - 2&(Txnj7xnj) + a2HxnjH2
< ||IT|1* - 20(Twy,;, ;) + o?
— ||IT|? —a® =0.
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Folglich ist y = lim;_,c awy,; mit Ty = ay. Wegen |a| = ||T|| geniigt es y # 0 zu
zeigen, sodass o € 0,(T') gilt. Wire y = 0, so wire (T'z,;)jen eine Nullfolge und
demnach o = 0 sowie ||T’|| = 0 im Widerspruch zur Annahme.

]

Satz 5.17 (Spektralsatz fiir kompakte normale Operatoren). Sei (H, (-,-)) ein nicht tri-
vialer K-Hilbertraum und T € S (H) normal (falls K = C) bzw. selbstadjungiert (falls
K =1R). Dann gelten

(i) Es gibt ein (evtl. endliches) Orthonormalsystem (ex)ren in H und eine (evtl. abbre-
chende) Folge (Ag)ken in K\ {0} mit

Te, = M\ ex VkeN
fiir N C N, wobei fiir |IN| = oo gilt limg_,oo \p = 0. Auflerdem ist
o(T)\{0} = {\x | k € N},

wobei die Figenwerte A\, nicht notwendigerweise verschieden sein miissen. Zudem
Jolgt || T|| = maxyen |-

(ii) H = ker (T') @ span{e; | k € N'}, wobei das Orthonormalsystem (ey)ren auch or-
thogonal zu ker(T) ist.

(11i) Fir alle x € H gilt
Ty = Z i (ex, T) ey

keN

Beweis. (i) Nach Satz 5.15 ist fiir ein M C N
o(T)\ {0} = {pu | pu ist Eigenwert, k € M},

fiir paarweise verschiedene gy, wobei limy_ o, pur = 0, falls M unendlich ist. Des
weiteren ist Ej := ker(uy — T') endlich dimensional fiir & € M. Setzt man po = 0,
so ist £y = ker(T") nicht notwendigerweise endlich dimensional, jedoch gilt nach den
Ubungen fiir die normalen Operator ju, — T

Ep =ker(uy — T) = ker(fi — TT)  Vke MuU{0}.

Damit sind die Eigenrdume paarweise senkrecht zueinander, d.h. Ey L FE, fiir alle
k0 € MU{0} mit k # ¢, denn fiir x, € Ey, zy € Ey ist

(e, 21) = (w0, Tay) = (T wg, v3) = (Tgwe, vx) = pue(we, v).

Fiir k # ¢ ist daher (x, ) = 0 bzw. Ej, L E,. Wahlt man jeweils entsprechend der
Vielfachheit dy von py eine Folge (Ag)gen durch wiederholte Nennung der gy,

(/\k)kEN: (/~L17'--7,u17,u27‘"7,u27,u37'”7/'b37"')7

und eine Orthonormalbasis {e}, ... ,esk} zum Eigenraum FEj, so erhdlt man ein
Orthonormalsystem (eg)gen durch Aufzéhlung

(en)ken = (€1, o\, €10 €ay.n).

Nach Lemma 5.16 gilt wegen ||T'|| > maxgen || = maxgen |Ax| auch Gleichheit.
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(i)

(iii)

Die Orthogonalitéit der Eigenrdume zeigt, dass die direkte Summe

Hy :=ker(T) @ span{e; | k € N},

der abgeschlossenen Rédume wieder ein abgeschlossener Unterraum von H ist. Wir
zeigen nun H, = H und betrachten hierfiir H, := Hi. Es ist Hy invariant unter 7,
denn T'(H,) C Hy gemés

((J? + ek)aTy) = (TT(‘T + ek>7y> = (TTJJ,y) + Ak(ek7y> =0,

fiir y € Hi, (v + e;) € Hy und ker(T') = ker(T") aufgrund der Normalitit von 7.
Damit lasst sich S := T|g, als kompakter Operator S € J# (H,) auffassen. Wire
S #£ 0, so liefert Lemma 5.16 sowie der Spektralsatz 5.15 fiir kompakte Operatoren
ein Eigenwert A # 0 sowie ein © € Hy \ {0} mit Sz = Az. Dann wire aber auch
A € o(T) \ {0} und per Konstruktion = € span{e; | k € N} C Hj . Folglich ist
0 # x € HyN Hy = {0}, ein Widerspruch. Also ist S = 0 und H, C ker(T). Per
Konstruktion ist ker(T') C H; = H{-* = Hy, d.h. H, C Hy und schliellich Hy = 0,
denn H, N Hy = {0}. Dies zeigt die Darstellung H = H;.

Nach Satz 1.53 ldsst sich dann jedes x € H darstellen als

r=y+ Z(ek,x)ek

keN

fir ein y € ker(T"). Die Stetigkeit von 7" liefert dann

Tx =Ty + Z(ek,x)Tek = Z Ai(€r, )ey.
keN keN
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