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Aufgabe 10.1 4 Punkte

Seien n € N;1 < p < oo und ug € LP(R™) gegeben. Zeigen Sie, dass fiir die Fundamen-
tallosung ® aus Aufgabe 9.3

uet)i= [ Doy tul)dy V(0 R x (0.50)
wohldefiniert ist und u € C*°(R"™ x (0,00)) eine Losung der homogenen Wérmeleitungs-
gleichung Oyu — Au =0 in R™ x (0, c0) ist.

Aufgabe 10.2 4 Punkte
Seien n € N, 1 < p < 0o und fiir ug € LP(R™) analog zu Aufgabe 10.1

u(z, t) = Jpn @z =y, ) uo(y) dy  fiir  (x,t) € R™ x (0, 00),
o | w@ fiir ¢ =0.

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Ist ug € L*(R™) N C(R™), so folgt u € C(R™ x [0, 00)).

(b) Fiir p < oo bildet (®(+,t))+>0 eine Diracfolge (vgl Skript Funktionalanalysis, Defini-
tion 2.53).

Bemerkung: Man kann dann mit einer Faltungsapproximation zeigen, dass

T [u(-£) = oll oy = 0.

(c) Fiir alle (o, k) € N x Ny existiert ein Cy 1 > 0, sodass

Ha(;afu(Wt)HLoo(R") < Ca,k tik 2 % ||u0HLp(Rn) Vit>0. (1)

Aufgabe 10.3 4 Punkte
Seien n € N,Q C R" offen, beschrinkt und zusammenhéingend mit Lipschitz-Rand und
(Aks wi)ken, eine Spektralbasis aus Eigenwerten A > 0 des Laplace-Operators —A mit
(in L?(2) orthonormalen) Eigenfunktionen wy, € W12(£) zu homogenen Neumann-Rand-
bedingungen, d.h. fiir alle & € Ny gelte

/ Vuwy, - Vo dx:)\k/wkv dz Vo e Wh(Q).
Q Q

Insbesondere ist A\g = 0 mit wy = |Q|_1/ 2 und ansonsten 0 < \j eine monoton steigende,
divergente Folge von Eigenwerten. Aufgrund der Variationsgleichung sind die Eigenfunk-
tionen wy paarweise orthogonal in W12(Q) fiir alle k € N.
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Zeigen Sie mittels Galerkin-Approximation, dass das Anfangsrandwertproblem

Ou—Au=0 in Qx(0,7),
dyu=0 auf 0Qx(0,7), (2)
u(-,0)=¢ in Q

fiir jedes T > 0 und g € L?(QQ) eine schwache Losung v € L2(0,T;W12(2)) besitzt,
gegeben durch

[ee]

u(-,t) = Z e_Akt(gv wk)LQ(Q)wka
k=0

mit schwacher Ableitung d,u € L2(0,T; (W12(£2))*).

Hinweis. Versuchen Sie den Beweis analog zu Satz 4.13 zu fithren, indem Sie nur die
gednderten Teilschritte zeigen und gleichbleibende Schritte kommentieren.



