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Aufgabe 11.1 4 Punkte

Seien n ∈ N, Ω ⊂ Rn offen und beschränkt und f ∈ C(R) monoton fallend sowie ungerade,
d.h. f(−u) = −f(u) für alle u ∈ R, mit einziger Nullstelle bei u = 0 gegeben. Zeigen Sie

max
ΩT

|u| = max
ΓT

|u|

für eine Lösung u ∈ C2
1 (ΩT ) ∩ C(ΩT ) der semilinearen Gleichung

∂tu−∆u = f(u) in ΩT .

Aufgabe 11.2 4 Punkte

Sei α > 1 und g ∈ C∞(R) gegeben durch

g(t) :=

{
exp(−t−α), t > 0,

0, t ≤ 0.

(a)∗ Zeigen Sie unter Verwendung der verallgemeinerten Cauchyschen Integralformel die
Abschätzung

|g(k)(t)| ≤ k!

(θt)k
exp

(
−1

2
t−α
)

für die k-te Ableitung von g, indem Sie über den Kreisrand ∂Bθt(t) ⊂ C für ein zu
wählendes θ = θ(α) ∈ (0, 1) integrieren.

(b) Beweisen Sie, dass die Funktion u : R× (0,∞)→ R gegeben durch

u(x, t) :=

∞∑
k=0

g(k)(t)

(2k)!
x2k

eine von 0 verschiedene klassische Lösung der homogenen Wärmeleitungsgleichung
auf ganz R × (0,∞) ist. Sie können ohne Beweis die Abschätzung (k!)2 ≤ (2k)! für
k ∈ N0 verwenden.

Aufgabe 11.3 4 Punkte

Seien n ∈ N und T > 0 sowie u ∈ C2
1 (Rn × (0, T )) ∩ C(Rn × [0, T ]) eine Lösung der

homogenen Wärmeleitungsgleichung

∂tu−∆u = 0 in Rn × (0, T )

mit Anfangsbedingung u(·, 0) = 0 in Rn sowie der Wachstumsschranke

|u(x, t)| ≤ C exp(a|x|2) ∀ x ∈ Rn, t ∈ [0, T ]

für Konstanten a,C > 0.

Bitte wenden!
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Zeigen Sie u ≡ 0, indem Sie folgende Aufgaben bearbeiten:

(a) Sei zunächst 4aT < 1, d.h. es gibt ein δ > 0 mit 4a(T + δ) < 1, und definieren Sie
die Hilfsfunktion

uε(x, t) := u(x, t)− εΨ(x, t; y)

wobei y ∈ Rn, ε > 0 gegeben seien und Ψ gegeben ist durch

Ψ(x, t; y) :=
1

[4π(T + δ − t)]n/2
exp

(
|x− y|2

4(T + δ − t)

)
.

Wenden Sie das Maximumprinzip für uε auf

ΩT := Br(y)× (0, T )

für ein hinreichend groß zu wählenden Radius r > 0 an und folgern Sie uε ≤ 0 bzw.
u ≤ 0 in Rn × (0, T ).

(b) Folgern Sie aus (a) eine analoge Abschätzung der Lösung u nach unten. Machen Sie
sich klar, dass die Annahme 4aT < 1 sukzessive aufgehoben werden kann und die
Lösung auf ganz [0, T ] bereits identisch Null ist.
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