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Abgabe: Keine Abgabe. Dieses Blatt wird nicht bewertet

Aufgabe 13.1

Nennen Sie jeweils eine elliptische, eine parabolische und eine hyperbolische Gleichung
zweiter Ordnung. Begriinden Sie, warum diese Gleichungen vom jeweiligen Typ sind.

Aufgabe 13.2
Sei b € R3, f € CY(R? x [0,00)) und g € C'(R?). Benennen Sie das Problem

(1)

ug(x,t) + b - Veu(x, t) = f(x;t), fiir alle (x,t) € R? x (0,00),
u(x,0) = g(x) fiir alle ¢ € R3,

und geben Sie eine Losungsdarstellung von w an. Losen Sie das Problem mit den Daten

(2)

3

b=(1,0,—1)T, flx,y,z;t) = sin(:ry2 +1), g(z,y,z) = €.

Aufgabe 13.3
Losen Sie folgendes System mithilfe der Methode der Charakteristiken:

ug(2,y) +uy(z,y) = u(z,y)? fir alle (z,y) € R?,
u(z,0) =e” fiir alle x € R.

Aufgabe 13.4
Seien n € N und  C R" offen, beschrankt. Fiir u, ¢ € W&’z(Q) sei

(Lu, p) := / Z a;j(x)0udjp + c(x)up dx
Q=
2,7=1
fir gleichméBig elliptisches a;; € L*(Q2) sowie ¢ € L*°(£2) mit ¢ > 0.
(a) Zeigen Sie durch Testen mit v := max(u,0) € Wol’Q(Q), dass
(Lu,p) <0 Ve Wy?Q),p > 0fil in
bereits u < 0 f.ii. in © impliziert.

(b) Formulieren und beweisen Sie ein entsprechendes Minimumsprinzip. Folgern Sie die
Eindeutigkeit schwacher Losungen des zugehorigen Dirichlet-Problems

Lu = f € L*(Q).

Bitte wenden!
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Aufgabe 13.5
Sei Q C R? beschrinkt und f € L?(2). Wir betrachten das folgende Problem

{—Au—l—w-Vu:f, in
u =0, auf df,
mit einer Funktion w € L>®(Q)2 N CH(Q,R?), die V - w = 0 erfiillt.
(a) Leiten Sie die schwache Formulierung fiir Funktionen aus VVO1 2(Q) her.
(b) Zeigen Sie, dass die schwache Formulierung eine eindeutige Losung besitzt.

Hinweis: Verwenden Sie ohne Beweis die Identitat

1
(w- Vu,u)p) = —5(V - w2 u € Wy(Q).

Aufgabe 13.6

Sei ® die Fundamentallésung der Wirmeleitungsgleichung auf R"*! und g € C°(R") mit
g(x) — 0 fiir |z| — co. Zeigen Sie, dass die Funktion u(-,t) := ®(-, ) * g nach unendlicher
Zeit verschwindet, das heif3t

lim w(z,t) =0 fiir alle z € R"™.
t—o00

Aufgabe 13.7

Sei 2 C R™ offen und beschrinkt mit C'-Rand, und 7' > 0. Sei u € CZ(Qr) NCO(Qr) eine
Losung der Differentialgleichung

|Vou(z, t)|? — Agu(x,t) + dpu(z,t) =0 fiir alle (z,t) € Qr, (3)
wobei {7 den parabolischen Zylinder bezeichnet. Zeigen Sie

max v = maxu,
QT I'r

wobei I'r den parabolischen Rand bezeichnet.

Aufgabe 13.8

Sei  C R" offen und beschriinkt mit C*-Rand, und T' > 0. Sei u € C?*(Qr) eine Losung
der homogenen Wellengleichung mit v = 0 auf 9Q x (0,7"). Zeigen Sie, dass die Energie

E(t) := /Qut(x,t)2 + |Vu(z, t)|? dz

konstant ist.

Bitte wenden!
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Aufgabe 13.9

Sei Q@ = (0,1) C R, T" > 0. Betrachten Sie die homogene Wellengleichung mit Dirichlet 0-
Randbedingung

Utt — Ugy = 0 in QT;
u(-,0)=g in Q, (4)
ut(',O) =h in Q

fiir Funktionen g € W,2(Q), h € L*(Q).
(a) Geben Sie die schwache Formulierung von (4) an.

(b) Die Eigenwerte des Laplace Operators —A sind auf Q durch \; = (k7)? gegeben mit
den zugehorigen Eigenfunktionen wy(z) = sin(knz), k € N. Insbesondere gilt fiir alle
keN

/Vwk-Vv dx:)\k/wkvdm V’UGWOLZ(Q).
Q Q

Bestimmen Sie mithilfe der Galerkin Approximation aus der Vorlesung die schwache
Losung des Problems; d.h wir starten mit einer endlich dimensionalen Approximation

um(z,8) = Y _db,(Hwp(z),  meN.
k=1

Bestimmen Sie explizit die Faktoren d¥,(t) in obiger Situation, wobei Sie ohne Beweis
die Fourierreihen von ¢, h verwenden diirfen.



