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Aufgabe 4.1 4 Punkte

(a) Finden Sie fiir n € N alle radialsymmetrischen Losungen ® € C2*(R" \ {0}) mit
®(x) = v(|z|) der Laplace-Gleichung

A®P(z) =0 VzeR"\{0}.
Dabei induziert wie iiblich |z|*> = > | 7 die Euklidsche Norm auf R™.

(b) Betrachten Sie fiir f € C2(R")

und zeigen Sie u € C%(R").

Aufgabe 4.2 4 Punkte
Betrachten Sie das elliptische Randwertproblem

- ZZj:l azj ((Iz]axlu) + Z?:l bj&pju +cu=f in €,
>t j=1(aijOzu)v; =0 auf OQ.
auf einer offenen und beschréankten Menge 2 C R", n € N, welche die Voraussetzungen des
GauBlschen Integralsatzes erfiillt (etwa 92 € C'!, wobei v das duflere Einheitsnormalenfeld
bezeichne). Sei u € C%(Q2) N C(Q) eine klassische Losung zu a;; € C1(Q),bj,¢, f € C(Q)
firi,5 € {1,...,n}.

(a) Leiten Sie die Variationsgleichung einer schwachen Losung her fiir Testfunktionen
p € C*(£) und erldutern Sie, inwieweit die Regularitét der beteiligten Funktionen in
der schwachen Formulierung abgeschwécht werden kann, sodass diese wohldefiniert

bleibt.

(b) Verwenden Sie das Fundamentallemma der Variationsrechnung (siehe Lemma 2.59
aus dem Skript Funktionalanalysis), um zu beweisen, dass eine schwache Losung
u € C*() N CH(Q) auch das Randwertproblem im klassischen Sinn erfiillt, d.h. in
jedem Punkt von € bzw. 0€.

Bitte wenden!
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Aufgabe 4.3 4 Punkte
Fiir m,n € N;1 < p < oo sei 2 C R™ eine offene, beschrankte Menge mit 92 € C™ und
Q cc  fiir ein offenes Q' C R™ gegeben. Zeigen Sie, dass es eine Fortsetzung

F o W™P(Q) — W™P(R™)

mit den folgenden Eigenschaften fiir u € WP (Q) gibt:

()
(i)
(iii)

F(u) =u f.i. in Q.
F(u) = 0 f.ii. aulerhalb von €.

Es gibt ein C = C(m,p,Q,Q’) > 0 mit

| (u)l[ympmey < Cllullwmsqy-

Bearbeiten Sie hierfiir die folgenden Schritte:

(a)

Folgern Sie, dass es endlich viele bijektive C™-Abbildungen ®, ¥’ = (&%)~! gibt, wel-
che den Rand lokal aufbiegen. Das heifit es gibt offene Umgebungen Uy, ..., U C R"
von Randpunkten sowie entsprechende offene Kugeln V; := B, (y') mit Mittelpunk-
ten y* und y!, = 0, sodass 9Q C Ule U; mit ® : U; — V; und

Vii=Vin{y eR" |y, >0} =" (U;NQ).

Betrachten Sie fiir u € C°°(Q) N W™P(Q) die Funktionen v; := uo ¢ auf V;* und
setzen Sie diese mithilfe von Aufgabe 3.3 (b) auf ganz V; fort. Konstruieren Sie eine
Fortsetzung w; von u auf U; mit

@illwm.re @,y < Cllullwmeq)-

Sie konnen dabei ohne Beweis verwenden, dass bei einer Variablentransformation mit
einem C™-Diffeomorphismus die W""P-Normen in dquivalenter Weise abgeschétzt
werden koénnen.

Wiihlen Sie eine offene Menge Uy € R™ mit Uy CC €, sodass © von Uy,...,Us
iiberdeckt wird, und wihlen Sie eine zugehorige Zerlegung der Eins (7;)i=o,... » mit
n; € C(U;) und Zf:o n; = 1 (Siehe Korollar 2.9 aus dem Skript Funktionalanaly-
sis). Betrachten Sie mit @ := u die Fortsetzung

k
U= E n;U; in R”
=0

und verfizieren Sie (i)-(iii) im Fall v € C*(Q2) N W™P(Q).

Definieren Sie F' auf W™P(Q) und verwenden Sie dabei ohne Beweis, dass es fiir
00 € C! und u € W™P(Q) eine Folge (ug)eny C C™(Q) gibt, welche in W™P(Q)
gegen u konvergiert.



