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Aufgabe 5.1 4 Punkte
Betrachten Sie fiir f € C2(R"),n € N, die Funktion u € C?(R") definiert durch

u(@)i= [ D= 9)f) d

wobei

— L In|z| fir n=2,
O(z) := { 27r1 2-n 2
= 5on || iir n#

n

und w,, das Lebesgue-Maf} der n-dimensionalen Einheitskugel B (0) ist. Zeigen Sie, dass
u eine Losung der Poisson-Gleichung —Awu = f in R” ist.

Aufgabe 5.2 4 Punkte
Betrachten Sie das elliptische Randwertproblem

—Au+eb-Vu+cu=f in QQ,
Vu-v=0 auf 09Q.

auf einer offenen und beschrinkten Menge Q2 C R™, n € N, wobei v das dufleren Einheits-
normalenfeld bezeichne. Seien € > 0,b € L>®(Q)", ¢ € L>®(2) mit ¢ > ¢y > 0 f.ii. in Q
fiir eine Konstante co > 0 und f € L?(Q). Zeigen Sie mittels der zugehoérigen schwachen
Formulierung

Blu,¢]l = (f,9) Ve W"(Q),

dass es fiir gewisse ¢ > 0 genau eine schwache Losung u € W12(Q) dieses Problems gibt
und diese der Abschéitzung

ullwrz) < Cllfll2 @)
mit einer Konstanten C' = C'(eb, ¢) > 0 geniigt.

Aufgabe 5.3 4 Punkte
(a)* Sein >2und f; € L 1(R"!) fiiri € {1,...,n}. Definiere fiir z € R",i € {1,...,n}

A n—1
i = (a:l,...,a:i_l,a:iﬂ,...,:cn)ER .

Zeigen Sie mittels (verallgemeinerter) Holder-Ungleichung, dass f € L'(R") gilt fiir
f(x) i:Hfi(i'z‘) VzeR"
und der folgenden Abschitzung
£l @ny < ﬁ | fill =1 (®n-1)
i=1

genugt.

Bitte wenden!
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FirneN,1<p<nseiuc Wol’p(}R”) und p* definiert durch

(b) Zeigen Sie fiir p = 1 < n durch Approximation mittels (a) die Abschétzung
[wll ey mny < [Vl L1 @)
(¢) Seinun 1 < p < n. Zeigen Sie mithilfe von (b) eine analoge Abschitzung der Form
[ull o* mny < ClIVul|Logny

fiir ein C = C(n,p) > 1. Beachten Sie, dass v := |u|'"tu € CL(R") fiir + > 1 und
u € CHR") gilt.

Die mit * gekennzeichneten Aufgabenteile werden nicht bewertet.



