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Aufgabe 6.1 4 Punkte
Sei n € N, C R” offen und beschrinkt mit 9Q € C'. AuBerdem seien f € C(Q) und
g € C(09). Definiere auf

A:={uecC*Q)NC' Q)| u=gauf 90}

die Energie als Funktional von u € A durch

E(u) := /Q %|Vu|2 — fudz.

Beweisen Sie, dass u € A genau dann ein Minimierer von E in A ist wenn u das Rand-
wertproblem

—Au=f in
u=g auf 00
16st. Ein Minimierer u € A ist hierbei definiert durch F(u) < E(v) fiir alle v € A.

Hinweis. Machen Sie sich fiir u € A klar, dass Funktionen der Form u + ty fiir t € R und
gewisse Funktionen ¢ wiederum in A liegen.

Aufgabe 6.2 4 Punkte
Seien m,n € N;1 < p < n und 2 C R" offen und beschrinkt mit 92 € C™. Zeigen Sie die
folgenden Aussagen:
(a) Fur mp < n gilt W™P(Q) — L1(Q) fir alle 1 < ¢ < ¢* mit
1 1 m

¢ p n
(b) Fiir mp =n > 2 gilt W™P(Q) — L1(Q) fir alle 1 < g < 0.

Hierbei bezeichnet X — Y eine stetige Einbettung des Raums X in Y, d.h. es gibt eine
Abschétzung der Form
[ully < Cllullx  VwueX.

Aufgabe 6.3 4 Punkte
Firn € Nyn < p < 0o seien « = 1 — n/p,  C R™ eine offene, beschrénkte Menge und
u € Wol’p(Q). Zeigen Sie, dass es einen Holder-stetigen Vertreter @ € C%%(Q) gibt mit
@ =wu fii. in Q und fiir C = C(n,p,Q) >0
@l co.a @y < ClIVull ey
gilt. Dabei ist die entsprechende Hoélder-Norm gegeben durch
_ N |a(z) — u(y)|
”UHcoya(ﬁ) =sup|a(z)|+ sup ———— ==
e Tr#£YE |$ y‘

und (C%(Q), || - HCO,Q(Q)) ein Banachraum.
Hinweis. Zeigen Sie die Aussage zunichst fiir u € C}(£2) und schitzen Sie fiir z1, 72 € Q

die Differenz u(z) — u(z;) fir x € B := B,((z1 +x2)/2) mit Radius p := |z1 — 2| geeignet
ab und integrieren Sie.
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