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Aufgabe 7.1 4 Punkte

Sei n € N, C R" offen, beschriinkt und zusammenhéngend mit 99 € C%! sowie || > 0.
Betrachten Sie zu f € L?(Q) das elliptische Randwertproblem

{ ~Au=f in Q

B (1)
Vu-v=0 auf 01,

wobei v das dufleren Einheitsnormalenfeld bezeichne.

(a) Verifizieren Sie, dass (1) keine schwache Losung u € W12(2) haben kann, falls gilt:
1
(= i [ f@) do 20
9] Ja

(b) Sei (f)a = 0. Zeigen Sie, dass (1) eine bis auf additiven Konstanten eindeutige
Losung u € WH2(Q) besitzt. Beweisen Sie hierfiir, dass es im Vektorraum

Wy*(Q) = {u e WH(Q) | (u)a = 0}
eine eindeutige Losung gibt und diese eine Abschéitzung der Form
ullwrz@) < Cllfllr2@)
mit einer von f,u unabhéngigen Konstanten C > 0 erfiillt.

Hinweis. Zeigen Sie, dass WJ{,Q(Q) mit ||V - ||p2(q) ein Hilbertraum ist. Sie kénnen oh-
ne Beweis die fiir beschrinkte Gebiete @ C R™ mit Lipschitz-Rand 9Q € C%! giiltige
Poincaré-Ungleichung fiir 1 < p < oo verwenden, wobei C'p > 0 unabhéngig von u ist:

lu = (wallr@) < CPIVullio)y VY ue WH(Q). (2)

Aufgabe 7.2 4 Punkte
(a) Betrachten Sie die offenen Mengen §2; definiert durch
Q1 :={(z,y) € (0,1)* | y < Vz},
Qs ::(Oa 1)2 \Qil
und untersuchen Sie, ob die Mengen einen Lipschitz-Rand 0€2; € C%! besitzen.

Hinweis. Machen Sie sich klar, dass sich an ein Lipschitz-Rand notwendigerweise ein
schmaler Kreissektor mit positivem Winkel anlegen lésst, der ganz in €2 liegt.

(b) Zeigen Sie fiir n € N,n > 2, dass 2 := B1(0) C R™ einen C*°-Rand besitzt, d.h.
B1(0) hat C™-Rand fiir alle m € N.

Dabei heifit fiir eine offene und beschréinkte Menge Q der Rand 09 von der Klasse C%®
fiir ein a € (0,1], falls es fiir jedes 79 € 9Q ein 7 > 0 gibt und eine C%*Funktion
v :U c R ! — R, sodass nach eventueller Umnummerierung bzw. Umorientierung der
Koordinatenachsen € N B, (z¢) oberhalb des Graphen von ~ liegt, d.h.

QN By(xo) ={z € Br(x0) | xn > y(x1,...,2n-1)}.

Bitte wenden!
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Aufgabe 7.3 4 Punkte

Seien m € Ng,n € N,n > 2, und Q C R" offen und beschrinkt mit 9Q € C™*2. Sei
u € VVO1 2(Q) eine schwache Losung des elliptischen Randwertproblems

3)

=21 =19, (@ij(2)0z;u) + 3770 bi(2)Op,u + c(z)u = f(z) in €,
=0 auf 900

fiir gleichméBig elliptisches a;; € C™TH(Q) sowie b;,c € C™THQ) und f € W™2(Q).
Zeigen Sie per Induktion, dass dann bereits v € W™22(Q) gilt mit

[ullwmtzz20) < C(l|ullL2@) + [ fllwm2 @) (4)

wobei W92(Q) := L?(Q) und C > 0 sei. Konzentrieren Sie sich dabei auf den Beweis der
Randabschétzungen und beschreiben Sie die {ibrigen Schritte wie in der Vorlesung nur
skizzenhaft.



