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Aufgabe 8.1 4 Punkte
(a) Sei ¢ : [ko,00) — Ry fiir kg € R eine Funktion und erfiille die Wachstumsbe-
schrinkung

C
h>k>ko: é(h) < —¢(k)’ 1

mit «a, 5,C > 0 als Konstanten. Dann gilt fiir § > 1

af

plko+d) =0 mit d*=C-p(ko)’ 1 251, (2)

Hinweis. Betrachten Sie die Folge (k;)ien, filr k; := ko + d(1 — 27%) und zeigen Sie
¢(k;) — 0 fiir ¢ — oo.

(b) Sei n € N, C R" offen, beschrinkt und v € L?(2). Definiere fiir k € Ry die
messbare Menge A(k) := {x € Q| |u(z)| > k} C Q. Zeigen Sie, dass fiir h > k>0
und vy := sign(u) - max(|u| — k,0) € L*(Q)

AW < G [ e
< vg(x)|” da
(h = k)% Jam)

gilt und insbesondere |A(k)| — 0 fiir £ — oo folgt.

Aufgabe 8.2 4 Punkte

Seien n € N,n > 2, und Q C R" offen und beschrénkt. Sei u € VVO1 2(Q) eine schwache
Losung des elliptischen Randwertproblems

{—zzjzl Or, (a3 (2)0ayu) + S0 bi(2)0p,u = f(z) in Q

3
u=20 auf 0N 3)

fur gleichméBig elliptisches a;; € L>(Q) sowie b; € L*(2) und f € LP(Q) fiir p > n.

(a)* Verifizieren Sie mit den bereits bewiesenen Einbettungsséitzen die Abschitzung

3=

vkl 2cage)) < ClIVUkl L2 aey)| AR

fiir
vy, = sign(u) - max(Ju| — k,0) € Wy2(Q)
mit A(k) aus Aufgabe 8.1.

(b) Zeigen Sie, dass ein von u, f unabhingiges C' > 0 gibt mit
[ull Loy < Clullr2) + [/l 2ee)- (4)

Hinweis. Testen Sie fiir hinreichend groBe k > ko = k- [|u| 12(q) die schwache Formu-
lierung mit vy und schétzen Sie unter Verwendung von Teilaufgabe (a) und Aufgabe
8.1 die Funktion ¢(k) := |A(k)| geeignet ab.

Bitte wenden!
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Aufgabe 8.3 4 Punkte
Seien n € N und 2 C R” offen und beschrinkt. Sei L gleichméfBig elliptisch mit

n

Lu=— Z ij(2)O0p; O, u + Z bi(x)0p,u + c(z)u

ij=1 i=1
und stetigen Koeffizienten a;j;, b;, c € C(Q2) sowie b; € L>(Q).
(a) Zeigen Sie die folgenden Aussagen fiir ¢ > 0:
(i) Erfiillt u € C?*(Q) N C(Q) die Differentialgleichung Lu = 0, so gilt

max |u| = max |ul.
a o9

(ii) Erfiillen u,v € C?(2) N C(Q) die Ungleichungen

Lu<Lv in £,
u<w auf 09,

so folgt u < v in Q.

(b) Machen Sie sich an einem Beispiel klar, dass die Voraussetzung ¢ > 0 fiir das schwa-
che Maximumprinzip notwendig ist.

Die mit * gekennzeichneten Aufgabenteile werden nicht bewertet.



