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Aufgabe 9.1 4 Punkte

Seien n ∈ N und Ω ⊂ Rn offen, beschränkt und zusammenhängend mit ∂Ω ∈ C1. Sei
u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) eine Lösung des elliptischen Randwertproblems{

−
∑n

i,j=1 aij(x)∂xi∂xju+
∑n

i=1 bi(x)∂xiu+ c(x)u = 0 in Ω,

α(x)u+ β(x) · ∇u = 0 auf ∂Ω
(1)

für gleichmäßig elliptisches aij ∈ C(Ω)∩L∞(Ω) sowie bi, c ∈ C(Ω)∩L∞(Ω) mit c ≥ 0 und
α, βi ∈ C(∂Ω) mit

α(β · ν) > 0 auf ∂Ω,

wobei ν das äußere Einheitsnormalenfeld bezeichne. Zeigen Sie, dass dann bereits u ≡ 0
folgt.

Hinweis. Benutzen Sie, dass in einem Randpunkt ein wohldefinierter Normalen- sowie
Tangentialraum existiert.

Aufgabe 9.2 4 Punkte

Sei n ∈ N. Finden Sie die Fundamentallösung Φ ∈ C∞(Rn × (0,∞)) der Gleichung

∂tΦ−∆Φ = 0 in Rn × (0,∞), (2)

sodass Φ > 0 gilt und für jeden Zeitpunkt t > 0 integrierbar ist mit ‖Φ(·, t)‖L1(Rn) = 1.
Bearbeiten Sie hierzu die folgenden Schritte:

(a) Aufgrund eines Skalierungsarguments wählen Sie für n = 1 den Ansatz

u(x, t) = v(x2/t) für v ∈ C∞(R), x ∈ R, t > 0

als Lösung von (2) und bestimmen Sie v. Mit u sind außerdem auch die Ableitungen
∂xu, ∂tu, ∂xxu, . . . Lösungen der Wärmeleitungsgleichung (2). Finden Sie hiermit die
geeignete Fundamentallösung Φ.

(b) Finden Sie mithilfe eines Produktansatzes die Fundamentallösung im Fall n > 1.

Bitte wenden!
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Aufgabe 9.3 4 Punkte

Sei T > 0 sowie X ein reeller Banach-Raum mit Dualraum X∗ und dualer Paarung 〈·, ·〉,
d.h.

〈x∗, x〉 = x∗(x) ∈ R ∀ x∗ ∈ X∗, x ∈ X.

(a)∗ Zeigen Sie, dass die duale Paarung und das Bochner-Integral vertauschen:

(i) Für jedes x∗ ∈ X∗ und u ∈ L1(0, T ;X) gilt〈
x∗,

∫ T

0
u(t) dt

〉
=

∫ T

0
〈x∗, u(t)〉 dt.

(ii) Für jedes x ∈ X und f ∈ L1(0, T ;X∗) gilt〈∫ T

0
f(t) dt, x

〉
=

∫ T

0
〈f(t), x〉 dt.

(b) Sei (H, (·, ·)) ein reeller Hilbertraum und (uk)k∈N eine Folge in L2(0, T ;H) mit schwa-
chen Ableitungen ∂tuk ∈ L2(0, T ;H∗), d.h.∫ T

0
∂tuk(t)φ(t) dt = −

∫ T

0
J(uk(t))φ′(t) dt ∀ φ ∈ C∞c (0, T )

mit der Bijektion aus dem Darstellungssatz von Riesz

J : H → H∗, J(u)(v) = (u, v) ∀ u, v ∈ H.

Seien (uk)k∈N sowie deren Ableitungen (∂tuk)k∈N schwach konvergent mit

uk ⇀ u in L2(0, T ;H) und ∂tuk ⇀ v in L2(0, T ;H∗).

Zeigen Sie, dass dann bereits v die schwache Ableitung von u ist, d.h. v = ∂tu.

Hinweis. Für jedes φ ∈ C∞c (0, T ) und w ∈ H ist φw ∈ L2(0, T ;H).

Die mit ∗ gekennzeichneten Aufgabenteile werden nicht bewertet.
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