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Aufgabe 9.1 4 Punkte

Seien n € N und Q C R" offen, beschriinkt und zusammenhiingend mit 9Q € C!. Sei
u € C?() N CHQ) eine Losung des elliptischen Randwertproblems

{_ >t j=1 @i (2) 00, 0w + 30 bi(2) 0z u + c(x)u =0 in Q, )

a(x)u+ B(z) - Vu=0 auf 0Q

fur gleichméfig elliptisches a;; € C(Q) N L>(2) sowie b;, ¢ € C(Q2) N L>(£2) mit ¢ > 0 und
a, i € C(0N2) mit
a(f-v)>0 auf 09,

wobei v das duflere Einheitsnormalenfeld bezeichne. Zeigen Sie, dass dann bereits u = 0
folgt.

Hinweis. Benutzen Sie, dass in einem Randpunkt ein wohldefinierter Normalen- sowie
Tangentialraum existiert.

Aufgabe 9.2 4 Punkte
Sei n € N. Finden Sie die Fundamentallssung ® € C*°(R" x (0,00)) der Gleichung

0@ —-AP=0 in R"x(0,00), (2)

sodass ® > 0 gilt und fiir jeden Zeitpunkt ¢ > 0 integrierbar ist mit [|®(-,¢)[[1@n) = 1.
Bearbeiten Sie hierzu die folgenden Schritte:

(a) Aufgrund eines Skalierungsarguments wihlen Sie fiir n = 1 den Ansatz
u(z,t) = v(x?/t) fir ve C*[R),zeR,t>0

als Losung von (2) und bestimmen Sie v. Mit u sind auerdem auch die Ableitungen
Oz, O, Ozzt, . .. Losungen der Wirmeleitungsgleichung (2). Finden Sie hiermit die
geeignete Fundamentallosung ®.

(b) Finden Sie mithilfe eines Produktansatzes die Fundamentallésung im Fall n > 1.

Bitte wenden!
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Aufgabe 9.3 4 Punkte

Sei T' > 0 sowie X ein reeller Banach-Raum mit Dualraum X* und dualer Paarung (-, ),
d.h.
(x*,z) =z"(x) e R Vaz*e X" zelX

(a)* Zeigen Sie, dass die duale Paarung und das Bochner-Integral vertauschen:

(i) Fiir jedes z* € X* und u € LY(0,T; X) gilt

<:17*,/0Tu(t) dt> :/0T<:Jc*,u(t)> dt.

(i) Fiir jedes € X und f € LY(0,T; X*) gilt

</0Tf(t) dt,x> - /OT<f(t),x> dt.

(b) Sei (H, (-,-)) ein reeller Hilbertraum und (uy)xen eine Folge in L?(0, T; H) mit schwa-
chen Ableitungen dyuy € L?(0,T; H*), d.h.

[ oo ai=- [ s oa voeczomn
mit der Bijektion aus dem Darstellungssatz von Riesz
J:H— H*, J(u)(v) = (u,v) Vu,ve H.
Seien (uy)ken sowie deren Ableitungen (Oyuk)ren schwach konvergent mit
upy —u in L*(0,T;H) und duuyy — v in  L*0,T; H*).

Zeigen Sie, dass dann bereits v die schwache Ableitung von u ist, d.h. v = d,u.

Hinweis. Fiir jedes ¢ € C2°(0,T) und w € H ist pw € L*(0,T; H).

Die mit * gekennzeichneten Aufgabenteile werden nicht bewertet.



