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Aufgabe 1.1 4 Punkte
Betrachten Sie das Randwertproblem

Uy +uuy =2 in D xR, (1)
u(0,y) =y fir yeR.

Finden Sie eine explizite Losung u € C'(D x R) des Randwertproblems (1) mithilfe der
Methode der Charakteristiken und bestimmen Sie dabei das maximal mogliche Intervall
D CR.

Aufgabe 1.2 4 Punkte
Losen Sie folgendes Problem mithilfe der Methode der Charaktersitiken:

u(z,0) =22 fir ze€R.

{—yum +zuy,=u fir (z,y) €R?
Priifen Sie dabei die Transversalitdtsbedingung und schrinken Sie gegebenenfalls das De-
finitionsgebiet ein.

Aufgabe 1.3 4 Punkte

Seien n € N,1 < p < oo sowie ) C R" offen. Es seien der Differenzenquotient D? und
der Translationsoperator Tih einer Funktion u : ) — R fiir x,x + he; € Q, h € R, definiert
durch

u(z + he;) — u(z)

(Dhu)(z) == N und (thu)(x) = u(x + he;),

1

wobei e; die kartesischen Einheitsvektoren seien.

Beweisen Sie folgende Aussagen fiir i € {1,...,n}.

(a) Fiir u,v: Q — R gilt D(uv) = (D)o +uDlo.

%

(b) Fiir u € LP(Q2),v € C°(Q) gilt fiir hinreichend kleines h € R
/ (DM)u dX® = — / oD dA™
Q Q

(c) Seiu € WiP(Q)und ' cC Q, d.h. @' C R™ ist offen mit ' C Q und €’ ist kompakt
in R™. Dann gilt fiir alle 0 < |h| < & dist(Q,R™ \ Q)
I DM ull pogery < 11050l 1o () -

Hinweis. Betrachten Sie zundchst u € C1(Q)NWLP(Q) und verwenden Sie anschlie-
Bend Satz 2.67 aus dem Skript Funktionalanalysis.
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(d)* Seip > 1, ue LP(Y) und es gebe eine Konstante C' > 0 mit
1
IDfullioy S € Vi=1,..im, 0< |A| < 5 dist(2,R"\ ),

dann gilt bereits u € W?(Q') mit || Vul 1ry < C. Gilt dies auch fiir p =17

Hinweis. Verwenden Sie (b) wm mit Satz 3.15 von Frechet-Riesz eine in LP({Y)
beschrinkte Folge zu gewinnen und verwenden Sie die Reflexivitit von LP(S)) sowie
schwache Konvergenz einer Teilfolge, siehe Satz 4.28, Beispiele 4.23 und 4.6 aus
dem Skript Funktionalanalysis.

* Die mit gekennzeichneten Aufgabenteile werden nicht bewertet.



